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..Mathematics, rightly viewed, posses-
ses not only truth, but supreme beauty
a beauty cold and austere, likre that of
sculpture, without appeal to any part
of our weaker nature, without the gor-
geous trappings of painting or music,
yet sublimely pure, and capable of a
stern perfection such as only the grea-
test art can show. The true spirit of de-
light, the exaltation, the sense of being
more than Man, which is the touchstone
of the highest excellence, is to be found
in mathematics as surely as in poetry.

(Bertrand Russell— Contemplation and
Action, 1902-14", p.86, Psychology Press)
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§ Resumen

En este trabajo se presenta un estudio detallado del método de minimos cuadrados parciales (PLS, por
sus siglas en inglés) (Wold, 1966). Se describe en detalle la metodologia propuesta por Muriel et al., 2012, la
cual consiste en obtener componentes estacionarias en una serie de tiempo multivariada no estacionaria.
En Muriel et al., 2012 se supone que esta serie de tiempo es cointegrada, pero en esta tesis se demuestra
que dicha metodologia es mas flexible. Finalmente, se propone unainnovadora generalizacion del algoritmo
PLS para el caso en el que tanto la variable respuesta como la explicativa son funcionales, extendiendo asi
la metodologia de Muriel et al., 2012 a series de tiempo funcionales.

En el caso multivariado, se realiza un analisis utilizando variables econométricas asociadas a la inflacion
y al Indice Nacional de Precios al Consumidor (INPC) en México. Para el caso funcional, se lleva a cabo un
esquema de simulacion para evaluar la metodologia propuesta, comparandola con una metodologia similar
presentada en Seo, 20233, que emplea Componentes Principales Funcionales.
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§ Abstract

This work presents a detailed study of the Partial Least Squares (PLS) method (Wold, 1966). The methodo-
logy proposed by Muriel et al., 2012 is described in detail, which involves obtaining stationary components
in a non-stationary multivariate time series. In Muriel et al., 2012, it is assumed that this time series is
cointegrated, but this thesis demonstrates that the methodology is more flexible. Finally, an innovative ge-
neralization of the PLS algorithm is proposed for cases where both the response and explanatory variables
are functional, thus extending the methodology of Muriel et al., 2012 to functional time series.

In the multivariate case, an analysis is carried out using econometric variables associated with inflation
and the National Consumer Price Index (INPC) in Mexico. For the functional case, a simulation scheme is
conducted to evaluate the proposed methodology, comparing it with a similar methodology presented in
Seo, 2023a, which employs Functional Principal Components.







§ indice general

TNAICE A fIGUIAS ...eeveeeeeeeceseececee s ess s s s e ss s e s s s s sa s s s sssssassssssassassassassassssssssassassnans
TNAICE @ TADIAS c.vuvvveeeereeeeeeceee st s s s sss s sssssasssssssasssss s sas b a st s s s snsssssasssasssnsssans
Introduccion
1. Resultados preliminares
1. MINiMOS CUAATAU0S PAICIALES ...oviveveveereriererererereteeeeeeses ettt ssesesesesese e s as s s esesesesesessasasasesesesesesesensaee
TA0. CASO SIMPLE ettt ass st et e e e s s st et ss e sa e sasass et et esesesasasasannassesesasasasanen
1020 CASO MUIIPLE ettt sttt as st e e e ss e st e esesssessssssassesassnsens
T2, MOELOS VAR ...ttt seest et sestsse et ssesesesse e sssesassesastssesassssensstesensssesentssensnsesesessesenssesensnns
1270, ESHIMACION cotieeeeeeccetete ettt ettt s st ss s e s st st ssssssssse s s s ssssssssssssesassssasesasannens
T.2.2. PrEAICCION ettt e se et ae e sas e bbbt bssesasas e s seses s ssesasassssasasessesasasanes
1.3. Elementos de ANAliSiS FUNCIONAL...iirieieecieeriririnieeeesseestetetssseeesesssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssens
1.4. Probabilidad en ESPACios A€ HIlDEIt ...ttt ettt re st s e e s st e s s nens
1.41. Operadores de probabilidad en espacios de Hilbert ........ooeceeeeeeeeeeeceeeeceeeee e
1.4.2. Prediccion Lineal en espacios de HIlDert ...t
1.5. Introduccion al Analisis de Dat0S FUNCIONALES ......ceueveverevereeeeereetete e ere e eeesetesesese e e ssssesesesesesesenn
1.51. Componentes PrinCipales FUNCIONALES .....cceeeererereeieeeeeeteere et esesese e ssssssseseseseseseseans
1.5.2.  Series de TiemMPO FUNCIONALES .......oeeeereeieeeeieteeete et et sete e teseese s ssss s sssese st esessesesannens
2. Componentes estables de una serie de tiempo vectorial
2. Introduccion al concepto de COINTEGIATCION ....cucuceeeeeererererereeeereeete et e e eesssesesesesese e s s ssssesesesesesesenen
2.2. Proyeccion a un espacio estable bajo la nocion de cointegracion.........ceeeeeeeeverereeevevereeeerererererenens
2.2, Procedimiento d@ JONANSEN ...cccereieieieeeeeeeeteie et eeessss st sesssesesesasessssesssesasasassssssssssssssesesenes
2.2.2. MetodologIa A8 BOX-TIA0 .ciccceceerererrrererereeeeesssssesssesesesssssssssssesssesesessssssssssssesesesassssssnssssssesesesesenes
2.2.3. COMPONENTES PrINCIPALES ..vviueeeeeeretereteeeeeeaete e e ess et se et e s ssss s esebe e se e ssssasssesesesesesenenen
2.3. PLS para obtener una proyecCion @StADLE......iieveeeeeeererereeeeeereetere e seessesesese e s s sseseseseseseseaes
2.3, MOLIVACION cuviteeeeeeeeececectetetete st ae st se s s s s s s e s et e s s s ssssassesesesessssssssssssesesesssessssssssssasasasessasassenens
2.3.2. DescripCion de (@ MetOAOLOZIA . .ccciuereeeeeeeeereretetseeee ettt sssses e se s s sesasas s s s s s sesananes
2.3.3. Identificacion de las cOmpPoNeNntes eStAbLEs.......cocceeveeeeererieeeeee et se s
2.3.4. ESQUEMA PrEAICTIVO .ooveueiereeeteeeisteteeete e steteetese et esesese e st ese s se e ssesesassesessssesasssasanssesassssessnsesanans
2.4. Analisis de variables asociadas a la Inflacion en México de 2005 @ 2023.......ccccceerererereeeeeereresenenes
3. Componentes estables de una serie de tiempo funcional
31. Introduccion a la concepto de cointegracion fUNCIONAL.......cceeeeeeieeeeerereee et ssaesesesene
3.2. Proyeccion a un espacio estable para una serie de tiempo funcional .........ceeeeeeererererereeeeeeeeeererenens
3.21.  Componentes PrinCipales FUNCIONALES ......coveiereieeeeererieisiesieee e eenesessse s sesessesssesesesssssenens
3.3. Minimos Cuadrados Parciales FUNCIONALES ......cceeeeeeerieieetereee ettt e sss st s se e ssassnsnesesesens
3.3, INTOrMACION FESIAUAL .cuuieieeieiiceeeeriete ettt sa st e e s s s s ssessssssssssasesassnnens
3.4, FPLS para obtener una proyecCion @STADLE.......cceeeeirereerererereeeeeeetereresese e ssesesesesesesssasesesesesesens
3.410. DescripCion de (@ MetOdOLOZIa ..ottt s s s s s s s s s sasasanns
3.4.2. Estimacion de la proyeccion @Stable.... ettt an
3.5. Implementacion COMPULACIONAL...ciiceieiecereeeeeieiereree ettt sesese e e e ssssesesesese e s s ssssesesesesesesessasasssesesesns
3.5.1.  ASPECEOS TEOTICOS ..cueurerererererererereseesesesesesesesessssesesesesesessssasssssesesesesessssssssssesesesesesessssssnsnsesesesesesensaee
3.5.2.  ESLIMAAOrES MUESLIALES ..cvveveeeeeererersicteeeettete e e e e ss st et se e se e e sass et ssesesesasasasssnssesssesssasananen

29
29
32
33
34
35
36
36
37
40
41
43

49
49
51
52
53
54
55
55
56
57
57
59

xi



3.5.3.  INTOrMACION FESIAUAL .ucuivieeieiiieeeeicirte ettt e e s st a e sese s s s asesassnsens 61

3.5.4. Proyeccion al @SPACio @STADLE ...ttt be s 62

3.6. ESQUEMA A€ PrEAICCION cveveveteeeeeeeiererereteeeeestesesesese e sesssssssesesesesessssssasesesesesesesessasasssesesesesesessssasnsnssesesene 62
3.7. RESUITAAOS Y CONCLUSIONES ....cveeeeeiereeeteteeetetetete et tese et s s se s s se s b ese st esessasebessssesensesesansesesansrsessnsene 64
370, SIMULACIONES ettt eerte et e et e e e s s s te s et b e e e s s st et et esesasasasasass et esesesesasasassanassesesasasasanen 64

3.7.2. RESUILAUOS c.cuveteieiiteteestetetstest et stest et e te st et e e st et e et et esa st et e e esassaseesassantesassansessssansassesensassesessansn 66

3.8. CONCLUSIONES Y TraD@JO FULUIO «.uevevererereteeeeetetesereseeessssessesesesesesssssssssesesesesesessssssssesesesesesessssasnsnssesesens 69

A. Apéndice del Capitulo 1 71
B. Apéndice del Capitulo 2 73
Bibliografia 79
Xii Roberto Vasquez Martinez



§ Figuras y Tablas

indice de figuras

1.

10.

1.

12.

Aproximacion de las series en la Tabla 1 utilizando el procedimiento de Johansen para obtener
el espacio estable. En linea solida azul, se muestra el valor observado de cada serie. En linea
roja, la aproximacion usando [a regreSion €N (2.6)......ccceeeecreeeeerreeseseeeseseseeesesssesess s sssesesssesesanans 45
Aproximacion de las series en la Tabla 1 utilizando PCA para obtener el espacio estable. En
linea solida azul se muestra el valor observado de cada serie mientras que en linea roja la
estimacion-prediccion con el Método COrreSPONIENTE. ....overerereeeceereeeererere e esses s s nasesenes 45
Aproximacion de las series en la Tabla 1 utilizando PLS para obtener el espacio estable. En
linea solida azul se muestra el valor observado de cada serie mientras que linea roja la apro-

Ximacion obtenida con L@ regreSion (2.6). ......ccvceeeeereeeeerreeeeseeeseesessesessesesssesesssesessssesesessesesassesesasans 46
Magnitudes de las cargas §;,...,$; para cada método. Cada entrada del vector §; representa
el peso que tiene la variable en la componente estable ... 46

Prediccion de las primeras dos scores estables S, y S, obtenidos con PLS. En azul, el valor
observado y en rojo la prediccion. El horizonte de prediccion es h = 5 meses y el intervalo de
PrEdiCCION €S AEL B0 b cuuueeeeririieceeieieieieietstsese ettt e st tste e s s st ae st sseasssssssasssasssssssssessnsans 47

Diferentes simulaciones del proceso X considerando en todas ellas un esquema de baja per-

sistencia. En (a), se tiene ¢ = 3; en (b), ¢ = 4; y en (c), el espacio estable es tal que ¢ =5. ........... 65
Diferentes simulaciones del proceso X considerando en todas ellas un esquema de alta per-
sistencia. En (a), se tiene ¢ = 3; en (b), ¢ = 4; y en (c), el espacio estable es tal que ¢ =5............. 66
Simulacion de una serie de tiempo funcional con longitud T =100y (0 = 4u.eeeereeeeeeeeenereeeeeenes 66
Valores recuperados mediante el modelo de concurrencia con las predicciones 1y_j,41,---,Mr
Y R = Bt ettt ettt ettt a e b et e b et e ket e a et e e R et et e s e st et e s e ae e e e sante e e satenes 67
Se presentan los resultados del modelo de concurrencia al utilizar FPLS y FPCA para obtener
L2 PIOYECCION D5 sss s sas s sss s sas s s s as s sas st sassasssassssssssnssnes 67

Se muestran las primeras tres componentes §; de n para cada método. La primera compo-
nente se representa con linea solida negra, la segunda con linea roja y la tercera con linea

VBT, ettt ettt ettt sttt st se et ettt b bRttt ettt s R ettt et et e s s ettt et e s nenenean 68
Se muestra la grafica de los scores S; y S, para cada método, visualizados como series de
L= 1 0] o Lo TS PRSP SRRRRPRTRPRR 68

indice de tablas

Variables que conforman la serie vectorial relacionado con la inflacion en Mexico .......cccecerererenene. 43
p-valores de la prueba KPSS aplicada a las muestras aleatorias de cada una de las variables
EN LA TADLA Tttt sttt ettt st et sse et s b et sse st be e et ese st ssesastesesastsssnsntesesansesenssesesenns 4t
Estimadores de la dimension del espacio estable estimado utilizando los distintos métodos
propuestos y la muestra aleatoria {X;,...,X;_;,} con h =5 para la estimacion .........ecceeeeverunenenne b4
Error cuadratico medio de estimaciony de prediccion en la aproximacion. Se usa un horizonte
de prediccion i =5 meses para cada Uno de 10S MELOUOS. ..cerereeeveeereerererereee et esssnes 46

Xiii






§ Introduccion

El estudio de fendomenos con estructura temporal es un tema recurrente en diversas areas como la Eco-
nomia, la Meteorologia, entre otras. La capacidad de predecir es sumamente valiosa para comprender estos
fendmenos y, en muchas ocasiones, tomar decisiones informadas.

El area de las matematicas que formaliza los métodos estadisticos para estudiar estos fenomenos es el
Analisis de Series de Tiempo. En este campo convergen distintas disciplinas matematicas como la Teoria
de la Probabilidad y el Analisis Complejo, ademas de aspectos computacionales para generar modelos
informativos.

En particular, el problema de la prediccion es desafiante, y el enfoque natural para abordarlo implica
hacer supuestos matematicos que, a su vez, se traducen en condiciones dificiles de encontrar en la realidad.

Precisamente, la hipotesis principal para construir esquemas predictivos es la estacionaridad. Sin embar-
g0, muchos problemas reales presentan caracteristicas no estacionarias. Esta dicotomia es la que inspira
este trabajo de tesis.

En este trabajo se analizan dos vertientes principales: el estudio de series de tiempo vectoriales y de
series de tiempo funcionales.

Para el caso vectorial, existen modelos que permiten generar predicciones bajo estacionaridad, como los
modelos ARMA (Brockwell & Davis, 1991) y el modelo VAR, que se discutira en este trabajo. También existen
otros modelos, como los modelos espacio-estado (Hyndman et al., 2008). Se han desarrollado implemen-
taciones computacionales para uso general, siendo una de las mas populares Hyndman et al., 2023, la cual
se puede estudiar en Hyndman y Khandakar, 2008.

Ademas, el estudio de fendomenos con una gran cantidad de variables es recurrente, por ejemplo, en el
analisis de datos genéticos y en el analisis de propiedades quimicas de materiales. Asi, el problema de alta
dimensionalidad es comin, ademas del problema de no estacionaridad.

Por otro lado, el estudio de datos funcionales es un area en crecimiento en Estadistica, debido a la reco-
leccion continua de informacion en la actualidad. En el caso funcional, se conocen algunas metodologias
que permiten modelary predecir bajo estacionaridad, como el modelo autorregresivo funcional (Ver Bosq,
2000, Capitulo 3) o la metodologia mas flexible propuesta en Aue et al., 2015.

Dado que muchos fendmenos se pueden conceptualizar como series de tiempo vectoriales o funciona-
les, es importante entender los conceptos matematicos involucrados en cada contexto, en particular, las
metodologias dedicadas a la prediccion y como se puede lidiar con la no estacionaridad y el problema de
alta dimensionalidad.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se presenta un breve estudio de los
conceptos mas importantes que motivan y justifican los temas de los Capitulos 2 y 3. En el Capitulo 2 se
detallan algunos de los conceptos, ideas y metodologias que se utilizan actualmente para el analisis de
series de tiempo vectoriales. Uno de los conceptos mas relevantes es el de cointegracion (Engel & Granger,
1987), aplicado cuando la serie de tiempo multivariada es no estacionaria. Al final, se describe y ejemplifica
el uso de las metodologias estudiadas con datos reales sobre la inflacion en México.

En el Capitulo 3 se generalizan algunas de las ideas del Capitulo 2 y se propone una innovadora extension
de las ideas presentadas en Muriel et al., 2012. Esta extension se basa en la generalizacion del algoritmo
PLS (Wold, 1966) al contexto funcional, denominandolo algoritmo FPLS, y se establecen paralelismos entre
esta metodologia y la propuesta en Seo, 2023a.

Al final del Capitulo 3, se lleva a cabo un estudio de simulaciones para comparar el algoritmo FPLS con
la propuesta de Seo, 2023a. Se proporcionan observaciones valiosas sobre la metodologia propuesta y su
potencial como herramienta general en la practica, ademas de motivar nuevas lineas de investigacion.







§ 1. Resultados preliminares

11. Minimos cuadrados parciales

En la actualidad, la mayoria de los problemas que requieren analisis estadistico involucran la interac-
cion de numerosas variables, lo que da lugar al recurrente problema de la dimensionalidad. Para abordar
este desafio y mejorar el analisis de la informacion, se requieren metodologias eficaces de reduccion de
variables.

Entre las metodologias mas populares para esta tarea se encuentran el Analisis de Componentes Prin-
cipales (PCA) y el Analisis de Correlacion Candnica (CCA), introducidos inicialmente en Hotelling, 1933 y
Hotelling, 1936, respectivamente.

Sin embargo, PCA reduce la dimensionalidad de las variables explicativas sin considerar la variable res-
puesta Y en un modelo de regresion, mientras que CCA se ve limitado por la menor dimension entre Yy X.
Esto puede resultar restrictivo, especialmente dado que en muchos contextos de regresion, la dimension
de Y suele ser considerablemente menor que la de X.

El método de minimos cuadrados parciales (PLS) tiene sus raices en Wold, 1966, donde se propone como
un enfoque iterativo basado en minimos cuadrados para obtener componentes en sistemas con miltiples
variables y para calcular correlaciones candnicas al estilo de Hotelling. Este método, propuesto por Wold,
representa una generalizacion de CCA y ha evolucionado con el tiempo, dando lugar al algoritmo NIPALS
(wold, 1973), que se considera la version generalizada de PLS en la actualidad (Mateos-Aparicio, 2011).

PLS es particularmente adecuado para el contexto de la regresion, donde surge para abordar problemas
como la multicolinealidad y esta mas orientado hacia la prediccion.

A continuacion, describimos detalladamente este método basandonos en las explicaciones proporcio-
nadas en Garthwaite, 1994 y Hoskuldsson, 1988, enfocandonos en su aplicacion dentro del modelo de re-
gresion.

11.1. Caso simple

En el problema de regresion lineal simple, queremos modelar la relacion de una variable aleatoria Y con
respecto a un conjunto de variable aleatorias explicativas X, ..., X,,. Se supone que E[Y | X, ..., X,,] esuna
funcion lineal en X, ..., X,,.

Sea una muestra {(y;, X1;,---» Xp; ), i = 1,...,n} de las variables Yy X3, ..., X,,.

Denotaremos en mindscula la realizacion de la variable aleatoria homonima correspondiente y en negri-
tas al vector columna correspondiente a una muestra aleatoria de una misma variable.

La regresion por PLS toma la forma

Y=ﬁ0+ﬁ1T1+---+ﬁpr+e,

donde T, ..., T, son las componentes que obtiene el algoritmo.

El objetivo es modelar la relacion de las variables explicativas X y la variable Y con una cantidad menor
de parametros p < m.

Las nuevas componentes T; en la regresion seran combinaciones lineales de las variables originales
Xi,...,X,,, teniendo en cuenta la variable respuesta Y. Esto contrasta con la regresion por PCA, en la cual
no se considera la variable respuesta Y.

Ademas, es deseable que la correlacion entre componentes sea 0, eso favorece la interpretacion en el
modelo.
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Estas componentes T; se determinaran iterativamente. En primer lugar, se considera la relacion entre Y'y
solo una de las covariables X;, aunque posteriormente se capturara su relacion con las otras variables. De
esta manera, PLS evita utilizar ecuaciones con muchas variables para la estimacion de los componentes.

Empezamos considerando las variables centradas

U =Y-E[Y] y V;=X-E[X],

y los vectores columna u; € R" y v;; € R", correspondientes a las muestras aleatorias de esas variables,
respectivamente.
Para construir la primer componente se realizan la regresion

u, =BV +e para j=1,2,...,m.

La primer componente sera una media ponderada de cada uno de los predictores
m R m
Tl = Z wljﬁljvlj con Z wlj = 1,
j=1 j=1

donde vy; € R" representa el vector columna que contiene las n realizaciones de la variable V;; y ,Blj co-
rresponde al estimador del coeficiente de regresion f;; .
La informacion residual que no contiene T, de cada X; se obtendra a partir de la regresion

vij=yTi+e paracadaj=12,...,m,

entonces

V=V =y,

es la informacion residual y donde 7 es el estimador del coeficiente de regresion y.
La variabilidad que no abarca T; de Y se intenta capturar en la regresion

u, =17, +e,
dicha variabilidad estaria comprendida en el residual
u, :=u; —f1;.

Construimos de forma analoga T, pero ahora usamos las muestras aleatorias contenidas en u, y v,; en
el lugar de u, y v,;, respectivamente.

Asi,
T
B T Vij 1
Viej =Vij— ﬁ i
y
T
- T
U = 4; TLTTI i
Considerando los estimadores de cada regresion entre U;,; Y Vi,
T
B . Vi, Uit
[T e
i+1,jVi+Lj
por lo que
m A
Tiy = Zwi+1,jﬁi+1,jvi+1,j’
j=1

con {w;,y,j = 1,..., m} pesos sobre el grado de importancia de cada variable en la construccion de la
componente T; ;.

4 Roberto Vasquez Martinez
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Observacion 1.1

Hacemos énfasis en los siguientes puntos:

= Se puede probar que las componentes T;,...,T, no estan correlacionadas, propiedad deseada
pues representa la descomposicion de la informacion en componentes al menos no dependientes
linealmente.

= Decidir el nUmero de componentes p es un problema, generalmente se realiza una analisis de
validacion cruzada para su estimacion.

Un detalle a determinar son los pesos, estos se escogen generalmente como

wij = VZ-VI']' X Var(‘/l]),
luego w,-j,B,-j = vfjui para obtener asi
m T m o
(1.1) T‘l = Z(Vl]ul)~VUO( ZCOV(‘/U’ Ul)vl],
j=1 j=1

donde la varianza y covarianza a la que se hace referencia en las Gltimas dos ecuaciones son claramente
las versiones muestrales.

Observacion 1.2

La motivacion de estos pesos se debe a que son inversamente proporcionales a la varianza de los B,-j. Si
la varianza de V;; es relativamente pequefia y observando que
i-1

=1

entonces habria evidencia a favor de que X; € SPAN{T;, ..., T;_; }.

La forma de construir las componentes T; en (1.1) refuerza la intencion de que se considera la relacion
lineal entre la variable Y y las covariables X;,...,X,,, por lo que es natural utilizar estas componentes en
un esquema de prediccion.

11.2. Caso miltiple

Es de interés analizar la relacion entre un conjunto de variables que por ilustracion llamamos repuestas
con respecto a un conjunto de variables explicativas. Este es precisamente el contexto de metodologias
como la regresion multivariada maltiple o de CCA.

Aqui consideramos Y3, ...,Y; variables respuestas en relacion con X;, ..., X,, variables explicativas. Que-
remos hallar p componentes de forma que

Ykzﬁk0+ﬁlel+‘“+ﬁkap+€ parak=1,...,l.

Las componentes son las mismas para cada variable explicativa, es decir, cada variable respuesta Y;. se
busca sea explicada por el mismo conjunto de componentes Ty, ..., T,.
De manera analoga al caso simple, se considera a las variables centradas

Ry =Y -E[Y] y V;=X-E[x)],

y denotaremos las realizaciones de estas variables con letras minisculas.

Para construir T;, consideremos las matrices con los datos centrados R, = [ry;,...,r;] €e Ry v, =
Vi1, ..o, V] € R™™, donde ryy = [1g1, ..., Tix,n]" representa n observaciones de R, yvi; =1, Vijnl
representa n observaciones de V;;.

~
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Observacion 1.3

Observamos que 2, := VIR, es la matriz de covarianzas muestral entre las variables [V;,,...,V;,,] ¥
[Ry1,...,Ry;] que son las covarianzas entre [Y;,..., Y]y [ Xy, ..., X, ].

Como se propone en Garthwaite, 1994, si ¢; el vector propio asociado al valor propio mas grande de
R]V,VIR, y definimos

ul = Rlél’

la componente T; se construye a partir de u; y {v;,...,Vv;,,} como en el caso simple.

Precisamente, u, es la version muestral de U, en el caso simple, sin embargo, a diferencia del caso simple
en el que u; solo era la muestra de Y centrada, en el caso multivariado es el primer componente principal
de %, en el espacio de columnas de Y. La intuicion de esta eleccion es que el eigenvector ¢, representa la
direccion de maxima covarianza entre Y y X, entonces u, representa el componente principal asociado a la
variable Y.

Este mismo argumento se aplica de forma iterativa para determinar T;,, y Vv;,, ;- Esto se ilustra en el
Algoritmo 1.1.

Algoritmo 1.1 (Garthwaite,1994)

Inicialmente se tiene R, e R™! y Vv, e R"”*™,
Parai=1,2,...,p con p el nUmero de componentes que se desean para la regresion se itera:

1. Sea €; el vector propio correspondiente al valor propio mas grande de RIV,V'R; y u; := R;¢;.

2. Se construye T; como en el caso simple a partir de u; y las columnas de V;.
3. v;,y; es el vector de residuos de la regresion entre v;; y T; como antes.
4. De manera similar, r;,, ; es el residuo de la regresion entre r;; y T;.

5. SedefineR;; = [y 1, sFip1 1)y Vier = [Vig1,10 > Vis1,m] Y S€ actualiza i — i + 1.

En cada paso, se encuentra la direccion mas informativa que maximice la relacion lineal entre las varia-
bles Xy Y. Posteriormente, se obtiene informacion residual no captada por la componente. Se inicializa el
algoritmo con dicha informacion residual como entrada.

Esta idea es similar a la descomposicion de la varianza que hace PCA, sin embargo, aqui puede pensarse
que se hace una descomposicion de la dependencia lineal, captada con la covarianza, entre las variables.

Por otro lado, el método de minimos cuadrados parciales también es discutido a profundidad en Hos-
kuldsson, 1988 y cuyo algoritmo, adaptado a la notacion empleada hasta el momento, es el siguiente.

Algoritmo 1.2 (Hoskuldsson,1988)

Inicialmente se tiene R, e R™! y v, e R,

Parai=1,...,m o mientras no se cumpla una condicion de paro.

En primer lugar, sea u") la primer columna de R;. Iteramos hasta convergencia
Para k=1,2,...

vTu(k)

¥ = uyram ¥ normalizamos w®).

1. wl

2. Sedefinet?) =v,w¥ y
" RiTt(k)
BCGOIRGE

Normalizamos ¢,

3. Seau**V =R,c® y actualizamos k — k + 1.
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Al terminar este algoritmo, definimos
gi=c® w=w® oy T =t

ademas u; =R;¢;.
Posteriormente, consideramos

p; = Vi T q = Riu; y b= u; T
1 TiTTir 1 uz"ui 1° TLTTI *

Definimos
Vi, :=V;-T;p] y Ry :=R—-bTiel,

y hacemos i — i +1.
El criterio de paro que se usa es cuando R; esta cerca de la matriz 0.

EL Algoritmo 1.1 describe de forma intuitiva como se van construyendo las componentes Tj,..., T, de
forma que se maximice la dependencia lineal entre las variables Y y X. EL Algoritmo 1.2 se enfoca en definir
con precision cada uno de los calculos, esto resulta en una implementacion computacional directa.

En Garthwaite, 1994 se prueba la equivalencia entre el Algoritmo 1.1y 1.2. En Hoskuldsson, 1988 se enun-
cian algunas de las propiedades mas importantes del algoritmo PLS, que se resumen en la siguiente pro-

posicion.

Proposicion 1.1

Bajo el Algoritmo 1.2 se cumple que:

1. Los vectores u,, ..., W,, son mutuamente ortogonales.

2. Las componentes Ty, ...,T,, son mutuamente ortogonales.
Demostracion. Ver Apéndice A. O

Asi, el conjunto {iiy, ..., ,} es linealmente independiente. Se puede proyectar X al SPAN{, ..., W, } ob-
teniendo las componentes T;, ..., T, con maxima covarianza respecto a Y.

Para terminar esta seccion, enunciaremos un resultado sobre el algoritmo PLS que en lo sucesivo sera
muy importante.

Proposicion 1.2

En cada iteracion del algoritmo PLS se tiene que

(i;,¢;) = argmax Cov(V,d,R;e)> con |d| = |le| =1,
deR™ eecR!

donde la covarianza en el lado derecho de la identidad anterior es la covarianza muestral.

Demostracion. Ver Apéndice A O

Esta proposicion le otorga al algoritmo PLS una interpretacion geométrica directa. En cada paso del
algoritmo, buscamos direcciones 1; y ¢; que maximicen la relacion lineal entre los vectores aleatorios
Vi, oo, Vi lT V [Ri1, ..., R;; 1T, cuyas muestras aleatorias son las filas de las matrices V; y R;, respectiva-
mente. Esta interpretacion sera clave al estudiar el caso funcional.

1.2. Modelos VAR

En la seccion anterior, se discutio una metodologia que intenta capturar la relacion entre las variables
respuesta y explicativa, sin embargo, otro tipo dependencia es la temporal, que constituye el area de estu-
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dio del Analisis de Series de Tiempo.

De manera similar a la seccion anterior, estamos en un esquema multivariado y buscamos investigar,
ademas, la dependencia temporal.

Por lo tanto, consideremos una {X,,, n € Z} serie de tiempo con valores en R™. Un supuesto matematico
necesario para el uso de muchos de los resultados en la literatura de Analisis de Series de Tiempo es la
estacionaridad.

Definicion 1.1

Decimos que una serie de tiempo {X,,n € Z} en R™ es estacionario débilmente si
1. SiE[X,] = con ueR™ constante.
2. SiE[(X, - p)(X,_, — 1)"] existe y es una funcién que solo depende de h.

En este caso, definimos
Tx(h) = E[(X, — 1) (X, = )",
que la llamamos la funcion de autocovarianza del proceso X.

Este supuesto para procesos estocasticos y, en particular, para series de tiempo es fundamental, pues
permite entender la covarianza entre las variables del proceso como solo dependiente de la distancia
temporal entre las variables y no del instante del tiempo en el que se encuentran.

Un proceso estacionario particular que podria entenderse como ruido sin estructura que modelar es un
ruido blanco.

Definicion 1.2

Decimos que una serie de tiempo {¢,, n € Z} en R™ es un ruido blanco o proceso de innovacion, si es un
proceso estacionario con media 0 tal que

I.(0)=E[e,en] paratodotr y T.(h)=0 parah>0.

Denotaremos por X, =T,(0) que representa la matriz de covarianzas del proceso € y denotamos al ruido
blanco por e ~WN(0, X,).

Observacion 1.4

Algunos autores también consideran la nocion de ruido blanco fuerte que no es mas que un conjunto de
elementos aleatorios independientes e idénticamente distribuidos (Ver Bosq, 2000, Ejemplo 1.2).

El modelo mas utilizado en Series de Tiempo en un esquema multivariado es el modelo autorregresivo
vectorial (VAR por sus siglas en inglés). Un estudio a mayor profundidad se puede consultar en Liitkepohl,
2005.

Definicion 1.3

Definimos al modelo VAR de orden p, denotado por VAR(p), a una solucion estacionaria de la ecuacion
(1.2) Xp=v+A X, 1+ +AX, ,+e,,

con X, e R™, A; e R™™ y e un ruido blanco o proceso de innovacion en R™.

Para el modelo VAR(1), la representacion de media movil infinita o MA, al igual que en el caso univariado
(Ver Brockwell & Davis, 1991, Ejemplo 3.1.1) es
oo
Xp=p+ Z Alken—k'
k=1
con u = (I -A;)™'v la media del proceso X y A{‘ es la matriz A; multiplicada por si misma k veces.
Esta representacion tiene sentido cuando los valores propios de A; tienen modulo menor o igual que 1,
pues es cuando la serie en el lado derecho de la identidad anterior existe (Ver Liitkepohl, 2005, pp. 14).
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Proposicion 1.3

Los valores propios de A, son menores a 1en valor absoluto si y sélo si
det(I,,—A,z)+#0 paralz| <1,

con I, e R™*™ la matriz identidad.
A esta condicion se le llama de estabilidad.
En el estudio de Series de Tiempo unidimensionales esta condicion de estabilidad coincide con la nocion
de causalidad (Ver Brockwell & Davis, 1991, Definicidon 3.1.3).

Definicion 1.4

Sea X un proceso que sigue un modelo VAR(1). Si det (I —A,z*) = 0 para alglin z* € C tal que |z*| =1
decimos que el proceso X tiene una raiz unitaria.
La interpretacion de una raiz unitaria es analoga a la expuesta en Hamilton, 1994 para el caso univaria-
do, ahi se explica que un proceso con raiz unitaria tiene un comportamiento similar al de una caminata
aleatoria, impredecible y con una variabilidad divergente en el tiempo.

Observacion 1.5

Estas ideas se pueden trasladar al modelo VAR(p) escribiendo dicho modelo como un modelo VAR(1).
Dicha transformacion se puede consultar en Liitkepohl, 2005. Se puede concluir que, si bien aumentamos
la dimension del proceso original con variables dummies, el modelo VAR(1) es suficientemente rico en si
mismo, permite reducir el problema de overfitting pues es un modelo mas parsimonioso, ademas de que
dicha estructura sera la base para las ideas del analisis posterior.

1.21. Estimacion

Debido a la Gltima observacion, consideraremos en esta seccion el modelo VAR(1) estable en R™
(1.3) Xl’l :V+A1Xn_1 +€t'

En la practica, no conocemos A;, por lo que, aligual que en un esquema de regresion tradicional, debemos
obtener una estimacion de los parametros del modelo a partir de una muestra aleatoria del proceso X.
Consideremos una muestra de datos x,...,xy, donde T representa el tamano de la muestra o, en este
caso, la longitud de la serie de tiempo multivariada.

Para estimar los parametros del modelo, en primer lugar, se reescribe la ecuacion (1.3) considerando las
siguientes definiciones:

X:=[xy,...,xp] e R™*T,
B:=[v,A;] e R™*(m+D)
1

Z, = ,

Xn

Z:= [Zo, ’ZT—I] € ]R(m+l)xT,

E:=(e,...,e7) e R™T,

De esta manera, basandonos en la muestra aleatoria {x;,i = 1,...,T} y con la condicion inicial x,, la
version muestral del modelo en (1.3) se expresa como:

X=BZ+E.
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Ahora, utilizando el operador “vec” y sus propiedades, descritas en el Apéndice A2 de Liitkepohl, 2005,
se tiene que:

vec(X) = vec(BZ) + vec(E)
(1.4) =(Z"el,)B+e,

donde B :=vec(B), e = vec(E), y Z! ®I,, representa el producto de Kronecker entre las matrices 2 e I,,.
A partir de la identidad (1.4), en Liitkepohl, 2005 se deriva el estimador de minimos cuadrados ordinarios
(OLS, por sus siglas en inglés) de g, el cual es:

Bows := ((22") "2 ® I,,,)vec(Y).

Al igual que en un contexto de regresion clasico, es de interés entender la distribucion del estimador
BoLs. Esto, a su vez, permitird comprender la distribucion de los pronésticos del modelo (1.3).

La propiedad mas importante subyacente al proceso X estudiado, que permite derivar la consistenciay
normalidad asintética del estimador B, es la siguiente:

Definicion 1.5

Decimos que € es un ruido blanco estandar en R™ si es un ruido blanco fuerte y existe una constante C
tal que
IEH(en)i(en)j(en)k(en)lH <C vparatodoi,j,k,l=1,...m y neZ.

En palabras simples, podemos derivar propiedades importantes para el estimador fBy,s si el proceso de
innovacion correspondiente a X tiene cuartos momentos finitos.

El resultado sobre las propiedades de consistencia y normalidad asintotica del estimador de minimos
cuadrados asociado al modelo (1.3) es

Proposicion 1.4

Sea X un VAR(1) estable en R™ con proceso de innovacion e un ruido blanco estandar. Se cumple que

1. Para By,s := XZ'(2Z")™! el estimador de minimos cuadrados de los coeficientes del modelo en (1.3)
se cumple que
N p
Bois — B,

donde = representa convergencia en probabilidad.
2. La covarianza muestral converge en probabilidad, es decir,
r'zz" LT,

con T una matriz no singulary

VT(Bows - B) - & ~N(O,T " ©3,),

d . e
donde — representa convergencia en distribucion.

La prueba del resultado anterior se puede consultar en la Proposicion 3.1 de Liitkepohl, 2005. Si bien el
resultado se enuncia sobre la reparametrizacion (1.4) de (1.3), se pueden recuperar un resultado similar
para vy A;, pues 8 no es mas que su version vectorizada.

1.2.2. Prediccion

A continuacion, se estudiara como realizar predicciones a través de un modelo VAR.
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En general, dada una muestra aleatoria {x,,n =1,...,T} del proceso X el problema de prediccion consiste
en realizar pronosticos a futuro del proceso X hasta un horizonte de tiempo #, es decir, inferir la distribucion
de las variables aleatorias X;,,, ..., X7, que representan los prondsticos del proceso.

Formalmente, se considera la informacion disponible al tiempo T como

Qr=0({X,,n=T}),

donde la muestra aleatoria observada es un elemento de esta o-algebra, por lo que, en el problema de pre-
diccion a horizonte de tiempo £, se busca inferir la distribucion de las variables predictoras X;,;,..., X7.5
condicionada a la informacion Q.

Como es natural en un contexto de prediccion, necesitamos definir un funcion de pérdida o criterio para el
cual buscaremos las variables predictoras que minimicen dicha funcion. En general, debido a que supone-
mos un proceso con segundos momentos finitos, es natural pensar en variables predictoras que minimicen
el error cuadratico medio (MSE por sus siglas en inglés), ademas, esa es una funcion de pérdida usual en
otros contextos.

Definicion 1.6

Definimos el error cuadratico medio del predictor X;,; de X;,; como

MSE(Xp.) = E[(X74; = X7ui) Xpys = Xpi )] € R
Distinguiremos dos tipos de predictores: predictor puntual y por intervalo. En un contexto de predic-
cion, es mucho mas informativo, ademas de conocer la media de cada una de las variables predictoras
X741, - X745, cOnocer también el grado de incertidumbre o un intervalo de confianza sobre los prondsti-
cos.
Comenzamos definiendo
Er(Xpin]:=E[Xr0 1 Qr].

Se puede probar que, para cualquier X, ; predictor Q;-medible, se cumple que

MSE(X7,;) = MSE(E;[X;,;]) paratodoi=1,...,h,

cuya desigualdad entre matrices significa que MSE(X; ;) — MSE(E;[X;,;]) es una matriz positiva.

La prueba de este hecho o la idea de como probarlo se puede consultar, por ejemplo, en el Teorema 6.3.1
de Christensen et al., 2011.

Asi, el predictor 6ptimo de X bajo un modelo VAR(1) estable con un proceso de innovacion estandar es

(1.5) ET[XT+i]=V+A1]ET[XT+i—1] para l=].,,h
A través de un argumento iterativo se tiene que
Er[Xp,l=v+Alx, parai=1,...,h.

Observacion 1.6

El estimador en (1.5) esta sujeto a que € sea en efecto un ruido blanco estandar, en particular, que € sea
un proceso de variables aleatorias independientes de otra forma E;[e;, ;] no necesariamente es 0.

Sin embargo, cuando € no es un ruido blanco fuerte, se necesita proponer hipotesis adicionales para
encontrar el predictor 6ptimo.

Sin hacer supuestos adicionales, podemos hallar el mejor predictor, bajo la funcion de pérdida MSE, entre
el conjunto de predictores lineales, es decir, funciones lineales de la muestra aleatoria {X,,,n < T}y ya no
sobre el conjunto de funciones Q,-medibles que es un conjunto mucho mas diverso.

Supongamos que X es la solucion estacionaria del modelo VAR estable en (1.3). Notamos que para i =
1,2...,h

i-1
_ i k
Xrvi = AXp+ ) Averii i
k=0
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Ahora, consideremos un predictor de X;_; de la forma

o0
Xrvi = Y BiXr—g
k=0
El objetivo es minimizar el error cuadratico medio de este predictor, utilizando precisamente que € es
un ruido blanco, luego €;,;_; es una variable no correlacionada con {X,,n < T} paratodo i =1,...,hy
k=1...,i—1tenemos que

i-1 . 00
(1.6) MSE(X7 ;) =Var(z AfeTﬂ-_k) +Var((A{ —By)xr— ) BiXr_i |,
k=0 k=1
que se minimiza con By = Al y B, =0 para k > 1.
Asi, el predictor lineal 6ptimo es

XT_H':A{.XT para izl,...,h.

Observacion 1.7
Precisamente porque Xy, ; es lineal, en el calculo de MSE(X;,;), se puede separar en los dos sumandos
de lado derecho de (1.6) y s6lo es necesario que € sea un ruido blanco.

Observamos que el proceso de residuales utilizando el mejor predictor lineal es

k=0

ademas, se puede deducir que

i—-1
MSE(Xr,;) = ) AFZ (AP)".
k=0

Asi, observamos que a un futuro lejano
(17) MSE(R7.,) = Zy,

donde Xy := fzoA{“ZE(A{C)T es la matriz de covarianzas a largo término del proceso X.
Por lo tanto, a largo plazo, el mejor predictor del proceso X es su media y su varianza es Zy.
Finalmente, para cuantificar el grado de incertidumbre de la prediccion se puede utilizar la Proposicion
1.4, aunque esto implicaria la restriccion de que el proceso de innovacion e correspondiente a X sea un
ruido blanco estandar. Bajo ese supuesto, y el hecho de que X sigue un modelo VAR(1) se deduce que la
distribucion de .
(XT+i)j - (XT+i)j
Uj(i)

(Zr+idj = para j=1,2,...,m,
donde o;(i) es el j-ésimo elemento de la diagonal de MSE(X7.;), es aproximadamente normal estandar. EL
subindice j representa la j-ésima coordenada del vector aleatorio correspondiente.

Cuando se supone que € es un ruido blanco estandar gaussiano la distribucion es exacta y este es el caso
analizado en la Seccion 2.2.3 de Liitkepohl, 2005.

Por lo tanto, segiin sea el caso, un intervalo de confianza de probabilidad de cobertura aproximada 1—a
para la variable (Xy,;); es

Cj,a(i):: ((XT+i)j_Z%Gj(i)’(XT+i)j+Z%Uj(i)) para i:1,2,...,h,

con ze el cuantil de probabilidad 1 - 5 de una distribucién normal estandar.
En la practica se reemplaza g;(i) con su estimador 6;(i) obtenido a través de la estimacion por OLS del
modelo VAR, por la consistencia del estimador de la matriz de covarianzas descrita en la Proposicion 1.4.
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En esta seccion se dié un resumen sobre el proceso de estimacion y de prediccion via un modelo VAR,
gran parte del material se encuentra en el Capitulo 2 y 3 de Liitkepohl, 2005, sin embargo, la intencion
aqui fue presentar de forma sucinta los resultados mas importantes para nuestra investigacion, realizar
observaciones de valor y describir los puntos mas importantes del esquema predictivo que se retomara en
el transcurso de la tesis.

Adicionalmente, tanto el procedimiento de prediccion como de estimacion estan implementados en mil-
tiples frameworks estadisticos, por ejemplo, en la libreria vars de R (Pfaff, 2008) que se utilizara en la parte
computacional de este trabajo.

1.3. Elementos de Analisis Funcional

El Analisis Funcional es una disciplina matematica que se enfoca en el estudio de espacios vectoriales
de dimension infinita. Uno de los principales objetos de estudio son los espacios de funciones, como los
espacios L”, C[0,1] (funciones continuas en un intervalo), y los espacios de funciones cadlag, entre otros.

Para iniciarse en esta teoria, se puede consultar, por ejemplo, Conway, 2019; Lang, 2012; Saxe, 2002; Weid-
mann, 2012; Yosida, 2012.

El Analisis Funcional sirve como fundamento para un campo en crecimiento dentro de la Estadistica,
conocido como Analisis de Datos Funcionales (FDA por sus siglas en inglés), que constituye uno de los
principales enfoques de esta investigacion. FDA supone que los datos son funciones continuas, por ejemplo,
perfiles de indicadores financieros.

En esta seccion, nos proponemos presentar los conceptos y resultados fundamentales del Analisis Fun-
cional que se utilizaran a lo largo de los siguientes capitulos. Comenzaremos formalizando la nocion de
producto interior en espacios de funciones.

Definicion 1.7

Sea H un espacio vectorial sobre C, decimos que H es un espacio de pre-Hilbert sobre C con producto
interior {-,-) : H x H — C si se satisface

1. (-,-y es una funcion lineal en la primer variable.

2. Para la segunda variable se cumple

<f’g1+g2>:<f’gl>+<f’g2> y <f,/1g>21<f,g>,
con A € Cy A su correspondiente conjugado complejo.

3. Se cumple que

(8.f)=(f8)-

4. El producto interior es positivo definido, i.e
(f.f)=0 paratodo feX,
y(f.f)=0siysdlosif=0.
Para un espacio de pre-Hilbert H se define la norma L? como

1=\ )

que en efecto cumple las propiedades de una norma (Ver Yosida, 2012, Definicion 1 pp. 30). Considerando
esta norma podemos definir con precision lo que significa ser un espacio de Hilbert.
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Definicion 1.8
Decimos que J es un espacio de Hilbert en C si H es un espacio de pre-Hilbert completo bajo la norma
L2,
A continuacion, presentamos un ejemplo de relevancia en Probabilidad y Estadistica.
Ejemplo 1.1
Si consideramos el espacio de medida (X, B, u) se define

LZ(X,B,M):{f:X—JR medible |fo2dp<oo},

que es la nocion formal de espacio L? sobre un espacio de medida y se puede probar que este espacio
de funciones es un espacio de Hilbert en R con producto interior

(F.6):= [ fgan.

y un caso particular de interés es cuando (X, B, u) = ([0,1], By}, A) con By, la o-algebra de Borel de
[0,1] y A es la medida de Lebesgue. Este espacio particular se denotara por L?[0,1]. Ademas, sera de
interés el caso en el cual (X, B, u) = (Q,A,P) un espacio de probabilidad abstracto.

Si bien la teoria de Analisis Funcional esta hecha para espacios de Hilbert sobre C, para este trabajo so6lo
es de interés considerar espacios de Hilbert en IR, en lo que sigue solo hablaremos de espacios de Hilbert
reales.

Asi como los objetos de estudio principales en Algebra Lineal son las transformaciones lineales en Ana-
lisis Funcional se estudian los distintos tipos de operadores lineales, nocion que introduciremos a conti-
nuacion.

Definicion 1.9
Se dice que A : H, — H, funcion entre dos espacios de Hilbert H; y H, es un operador lineal si

1. Se cumple que
A(f+8)=A(f)+A(g) paracualesquiera f,g e X,.

2. Se satisface
AAf)=AA(f) paracualquierfelH, y AeR.

Ademas, se dice que es acotado si existe M =0 tal que
IA(A)II =M fIl  paratodo f e JH,.

Al espacio de operadores lineales acotados de HH, a HH{, lo denotamos por L£(JH;,H,)

Como es natural, la maldicion de la dimensionalidad obliga a hacer supuestos adicionales para trabajar
con los operadores lineales a como se hace en dimension finita, estas propiedades adicionales son las que
discutiremos en el resto de la seccion.

Sea £ := L(H,H) para una notacion mas breve. La norma de este espacio es

1Alle = sup |A(AI, Aek.
ne

Resumimos algunas propiedades y clases de operadores en £ de los que haremos mencion a lo largo de
la tesis.

Definicion 1.10

Para cada A € £ el operador adjunto A* es tal que

(A*(f).g)=(f.Alg)) paratodo f,g €.
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En lo sucesivo, sera necesario que JH sea un espacio de Hilbert separable, i.e. contenga una base orto-
normal a lo mas numerable. Este es un supuesto clasico en Analisis Funcional.
Definicion 1.11
Se dice que A € L es compacto si existe dos bases ortonormales {e;,j € N} y {f;,j € N} de H{ y una

sucesion {A;,j € N} de numeros reales con 1, — 0 tal que

(1.8) A(g) = iaj@j,g)];, ge.
=

De forma concisa -
A = 211] . ej ®f}.
]:

El conjunto de operadores compactos lo denotamos por C.

Observacion 1.8

La descomposicion en (1.8) se denomina descomposicion espectral de A.

Ser un operador compacto es muy restrictivo, por ejemplo, el operador identidad no es compacto cuando
H es de dimension infinita. Sin embargo, esta clase de operadores se encuentran naturalmente en el
Analisis de Datos Funcionales.

Definicion 1.12

Un operador compacto A se dice de Hilbert-Schmidt si es tal que X2 Ajz < oo. Este espacio lo denotamos
por 3.
El subespacio S es de hecho un espacio de Hilbert con el producto interior

<Sl’82>5 = Z<Sl(gi)» hj> . <82(gi)’ h]’>)
i
con cualesquiera {g;,j € N} y {h;,j € N} dos bases ortonormales de J{ y la norma de operador en

satisface .

ISlls = @Aﬁ)

Definicion 1.13

Un operador A es simétrico o auto adjunto si

(A(f),g)=(f,A(g)), paratodo f,geIH,

y positivo si
(A(f),f)=0 paratodo feXH

Observamos que un operador S simétrico, positivo y de Hilbert-Schmidt tiene la siguiente descomposi-
cion

S(f) = fAJ.(f, ¢)e)
j=1

con S(e;) = Aje;. Asi, (4, ¢;) es una secuencia completa de eigenpares de S, esta observacion es de suma
importancia y se utilizara para realizar analisis sobre dichos operadores en un contexto estadistico, por
ejemplo, esto permite generalizar la nocion de PCA para el caso funcional, tema de una seccion posterior.

Finalmente, introducimos el concepto de operador nuclear:
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Definicion 1.14

Un operador compacto A se dice nuclear si Z]?'zl ‘Aj‘ < ooy se define la norma nuclear como

(o 0]
lAllx = Y|4,
j=1

donde se denota por N al conjunto de operadores nucleares.

Observacion 1.9

Se puede ver que N c 8 c € < £ (Ver Bosq, 2000, Identidad 1.54), lo que demuestra que en realidad nos
enfocaremos en clases especificas de operadores lineales para poder generalizar algunos conceptos y
resultados Gtiles en Estadistica Multivariada, pero ahora en el Analisis de Datos Funcionales.

Otra clase de operadores de suma importancia incluso en Analisis Funcional y que tienen a su vez una gran
relevancia en el Analisis de Datos Funcionales son los denominados funcionales lineales que definiremos
a continuacion.

Definicion 1.15

Sea H un espacio de Hilberty sea
H* := L(H,R),

el conjunto de operadores lineales acotados [ : H — R.
Al espacio H* lo conocemos como al espacio de dual de H y a sus elementos los denominamos funcio-
nales lineales.
Para terminar esta seccion enunciaremos uno de los teoremas mas importantes del Analisis Funcional
y que es la base de muchos de los calculos que se hacen en el Analisis de Datos Funcionales, este es el
Teorema de Representacion de Riesz.

Teorema 1.1

Sea H un espacio de Hilbert y H* su espacio dual. Para todo | € H* existe un Gnico f; € H tal que

I(f)=(f.f;) paratodo feH.

Los funcionales lineales seran la conexion que se utilizara para ligar la nocion de elemento aleatorio en
H con la nocion clasica de variable aleatoria en R, ademas, el Teorema de Representacion de Riesz nos
permitira entender mejor dicha conexion.

Finalmente, un resultado de importancia para el desarrollo de modelos estadisticos en un contexto fun-
cional es el Teorema de la Proyeccion, resultado con el que terminaremos esta seccion.

Teorema 1.2

Sea M < H un subespacio cerrado del espacio de Hilbert H y
M*t:={f e [(f,m)=0 paratodo me M},

su complemento ortogonal.
Entonces cada f € H puede ser escrito de forma Gnica como

f=g+h,

congeMyheM™ .

De forma natural, se definen los operadores proyeccion a los espacios My M+ denotados por Py, : H — M
y Py H — M*, respectivamente, como

Pyf=g y Pyf=h,
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y se puede probar son operadores lineales acotados.

1.4. Probabilidad en Espacios de Hilbert

En la seccion anterior introducimos todos los conceptos y elementos necesarios de Analisis Funcional
para el desarrollo de la tesis.

A continuacion, haremos la conexion con los conceptos clasicos de Teoria de la Probabilidad, en primera
instancia, notamos que para cualquier espacio métrico, en este caso, un espacio de Hilbert H podemos
definir una o-algebra de conjuntos de H considerando la o-algebra generada por la topologia inducida
por su norma L2. Dicha o-algebra la denotamos por B y es conocida como la o-algebra de Borel de H
(Ver Billingsley, 2013, Seccion 1)

Estamos listos para introducir el concepto de elemento aleatorio con valores en H.

Definicion 1.16

Sea H un espacio de Hilbert separable con o-algebra de Borel By.
Una variable aleatoria J{-valuada definida en (Q,.A,P) es un funcion A — B4-medible.

A través del Teorema de Representacion de Riesz podemos obtener el siguiente criterio de medibilidad
para un elemento aleatorio X en H.

Proposicion 1.5

Si H es un espacio de Hilbert separable, entonces X : (Q,A) — (H,Bq:) es una H-valuada variable
aleatoria si y solo si I(X) es una variable aleatoria real para toda I € H*.

La conexion principal del Analisis Funcional con la Teoria de Probabilidad y en particular Estadistica es
el estudio de procesos de segundo orden, nocion que definimos a continuacion.

Definicion 1.17

Sea ¢ = {&,,t €[0,1]} un proceso estocastico en R. Decimos que es de segundo orden si E[g‘f] < oo para
todo € [0,1]. Para estos procesos definimos

p(t) = E[¢,],

y la funcion de covarianza
c(s, ) := Cov(&s,¢,),

para t,s € [0,1].

La eleccion de [0,1] como conjunto de indices que define al proceso estocastico es algo particular, pero
lo estaremos utilizando a lo largo de la tesis, pues suele ser una convencion en el estudio de procesos
estocasticos a tiempo continuo y Analisis de Datos Funcionales, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ademas, la nocion de funcion de autocovarianza si bien esta definida a partir de un proceso estocastico
en realidad también hace referencia a una funcién c : [0,1]*> — R tal que es simétrica y positiva definida
(Ver Bosq, 2000, Ejemplo 1.4).

Ejemplo 1.2

Un proceso de segundo orden es el movimiento browniano estandar B = {B,, ¢ € [0,1]}, ademas el mo-
viento browniano es un proceso gaussiano (Ver Bosq, 2000, Ejemplo 1.5), propiedad que mencionamos
sobre el ruido blanco de un modelo VAR que permite construir intervalos de prediccion exactos.
Ademas, si B es un movimiento browniano sobre un espacio de probabilidad (Q,.A,P) entonces para cada
w se tiene que la trayectoria asociada a B es un elemento de L?[0,1]. Entonces, podemos entender un
proceso estocastico de segundo orden como una L?[0,1]-variable.

Por otro lado, presentamos dos resultados importantes que son la justificacion tedrica de metodologias
en el Analisis Funcional de Datos como Analisis de Componentes Principales Funcionales (FPCA por sus
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siglas en inglés) o Analisis de Correlacion Canonica Funcional (FCCA por sus siglas en inglés) (Ver Horvath
& Kokoszka, 2012, Capitulo 3y &).

Lema 11

Sea c una funcién de covarianza continua en [0, 1]?. Entonces existe una sucesion {¢;,j € N} de funciones
continuas y una sucesion decreciente {A;,j € N} de nimeros positivos tal que

1. fOl c(s, t)(pj(s)ds = A, (1)
2. fol <Pj(5)<Pi(3)dS = 5j,i-

Ademas, -
c(s,t) =) Aipi(s)p;(1),
j=1

donde las series convergen uniformemente en [0,1]? asi

o) 1
Y A= f c(t,t)dt < oo.
j=1 0

Este lema, [lamado Lema de Mercer, se puede entender como una version funcional de la descomposicion
espectral de la funcion de covarianzas c, lo cual naturalmente implica una descomposicion para el proceso
estocastico cuya funcion de covarianza es c. Dicha descomposicion se conoce como Descomposicion de
Karhunen-Loeve, resultado que se presenta a continuacion.

Teorema 1.3

Sea & = (&,,t €[0,1]) un proceso estocastico de segundo orden definido en el espacio de probabilidad
(Q,.A,P) con media cero y funcién de covarianza continua c.
Entonces

(1.9) ¢ =2 mg;(t), telo1],
j=0
donde {n,,n € N} es una sucesion de variable aleatorias con media 0 tal que

E[’?j’?i] =26,

y donde (A, ¢;) estan definidas como en el Lema de Mercer. La serie en (1.9) converge uniformemente en
la norma de L*(Q, A, P).
Ademas, como se observo para el movimiento browniano , ¢ define una L?([0, 1],Bp,11,A)-variable.

1.4.1. Operadores de probabilidad en espacios de Hilbert

A continuacion, resumiremos algunos de los conceptos, analogos para variables aleatorias, para H-
variables.

En la seccion anterior, en particular, en la Descomposicion de Karhunen-Loeve se resalto la importancia
del espacio de Hilbert L2([0, 1],Bg,11,A), por lo que en lo siguiente se puede pensar H = L%([o, 1], Bg,17, 1)

Anteriormente, pensamos en un proceso ¢ de segundo orden sobre un espacio de probabilidad (Q,.A,PP)
definia una Lz([O,1],3[0,1],1)—variable, es decir, para cada w € Q se tiene que ¢(-,w) : [0,1] — R es un
elemento de L?([0, 1],Bo,1),A), formalizando esta idea para H-variables en general definimos

L3(Q,A,P):={&:(Q,A) = (H,Bys) medible | E[[¢]?] < oo},
que resulta ser también un espacio de Hilbert, con producto escalar

(X,Y):=E[X,Y)] conX,YeLZ(QA,P),
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y en lo siguiente se abreviara L2, := L;(Q,A,]P), donde se sobreentendera el espacio de probabilidad a
menos que se especifique lo contrario.
Como nuestro objetivo final es la prediccion debemos definir algunos de los elementos importantes que

aparecen en el caso de dimension finita como la esperanza condicional, la media y la varianza.
Definicion 118

Decimos que una H-variable X es integrable debilmente si (X, x) es una variable aleatoria integrable
para todo x € H en cuyo caso se cumple

(110) E[(X,x)] = (x,E[X]),

donde E[X] € H se denomina la esperanza débil de X.
Se dice que X es integrable o fuertemente integrable si E[[|X||] < co.

Observacion 1.10

En la definicion anterior E[X] esta bien definido debido a que E[(X,-)] : X — R es un funcional lineal y
por el Teorema de Representacion de Riesz existe un Gnico E[X] € }H, denotado de forma conveniente,
tal que se cumple (1.10).

La definicion anterior formaliza la idea de media para una H-variable, ahora formalizaremos lo que sig-
nifica la esperanza condicional.
Definicion 1.19

Sea A, < A una sub-o-algebra de A. La esperanza condicional con una H-variable X condicionada a A,
es el mapeo Ey : L5 (Q,A,P) — L% (Q,A,,P) tal que

f]EAO[X]dIP:fXdIP, paratodo Ae Ay y X € L3 (Q,A,P).
A A

Por supuesto, la nocion de esperanza condicional es valida para X integrable fuertemente, sin embargo,
al considerarX € LiC(Q,A,JP) a pesar de ser una condicion mas restrictiva brinda mayor sentido geométrico
a la esperanza condicional y se sabe que, en este caso, se puede entender a la esperanza condicional como
la proyeccion de X al subespacio L%(Q,AO,JP), que como vimos antes se puede entender como el mejor
predictor de X dada la informacion A, bajo la norma en L;(Q,A,IP), asi

(X,Z2)=(E4,[X],Z) paratodo Ze L3 (Q,A,P).

Por otro lado, introduciremos los conceptos de varianza y covarianza para variables en L2, estas defini-
ciones seran de suma relevancia para el desarrollo de la tesis, en particular, para el Capitulo 3.

Definicion 1.20
Sea X € L§{ con E[X] = 0. Definimos Cy : H — H como
CX(x) ::EKX,X)X],

el cual es un operador lineal simétrico y positivo cuya norma de operador satisface

[Cxll; = sup (Cx(x),x), xeX.

llxl=1

A Cy se le conoce como el operador de covarianza de X.

Ademas, se puede probar que Cy es un operador compacto por lo que su descomposicion espectral se
reduce a

Cx(x) = _Ozo‘i/lj<x, yj>vj,
j=
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donde A; = <CX(vj), v]-> = ]E[<X, vj>2] asi
S 4 = E[IX]12] <o,
Jj=1

ademas, Cy es nuclear.

Aligual que la funcion de covarianza de un proceso de segundo orden, aunque el operador de covarianza
se deriva de una H-variable, en realidad este tipo de operadores se caracterizan por ciertas propiedades,
como se enuncia en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.6

C € £ es un operador de covarianza si y solo si es un operador simétrico, positivo y nuclear.

El operador de covarianza Cy para X € Léf se puede entender como la generalizacion de la varianza de
una variable aleatoria real.

Finalmente, otro de los conceptos centrales que se mencionara de forma recurrente es el de covarianza,
en este caso, entre dos H-variables X y Y, dicha nocion la definimos a continuacion.

Definicion 1.21

Sean X € L§{X yYe L§CY . Denominamos operadores de covarianza cruzada entre X y Y al operador
Cx y : Hyx — Hy definido por
CX,Y(x) = E[(-X)X)Y]y

y al operador Cy y : Hy — Hy
Cy x(¥) 3:E[<J”Y>X]'
Si bien en la definicion consideramos que X y Y son H-variables en espacios de Hilbert distintos, es
comin suponer que H = Hy = Hy y justo en este caso se puede ver que

*
Cxy=Crx

ademas, se puede probar son operadores nucleares (Ver Bosg, 2000, Identidad 1.62).

1.4.2. Prediccion Lineal en espacios de Hilbert

El problema de aproximar linealmente Y mediante una funcion lineal de variables observadas {X;,i € I'}
es central en el analisis de regresion, discutido en la Seccion 1.1 con la introduccion del algoritmo PLS.

En el contexto funcional, buscamos predecirY € Lg{ basandonos en un conjunto de variables {X;,i € [}
L.

En el analisis de regresion clasico, sabemos que bajo ciertas condiciones el mejor predictor lineal de Y
utilizando la funcion de pérdida MSE es su proyeccion en el espacio generado por las variables {X;,i € I},
donde I se supone como un conjunto finito. Esto se detalla mas en la estimacion del modelo VAR en la
Seccion 1.2.

En el caso funcional, es posible que I no sea finito. Sin embargo, se puede demostrar que el predictor
lineal Optimo en este escenario es la proyeccion de Y en el subespacio cerrado mas pequeno que contiene
a las variables {X;,i € I'}.

Un subespacio de interés es

(111) clsPAN(X;,ieI) =cl {Z}anj | JcIfinitoy a;€ ]R},
JE
es decir, la cerradura del conjunto de combinaciones lineales finitas de las variables {X;,i € I}.
Sin embargo, en el contexto de un espacio de Hilbert de dimension infinita, las combinaciones linea-
les reales de las variables {X;,i € I} no abarcan todos los funcionales lineales posibles, lo cual motiva la
siguiente definicion.
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Definicion 1.22

Se dice que G es un subespacio cerrado hermético (LCS) de LGZ{ si
1. G es un subespacio de Hilbert de L§{
2. SiXeGyAe L entonces A(X)€eG.

Decimos que G tiene media 0 si solo contiene variables con media 0.

Bajo la definicion anterior, el subespacio correcto que generaliza (1.11) es el siguiente

Definicion 1.23

Sea F c Lg{. ELLCS, G generado por F es el subespacio cerrado

9F:=cl{.

Finalmente, podemos definir el predictor lineal para variables en Léf.

n
Ai(X)) | AjeL, X;€F, i=12,...,n, nzl}.
=1

Definicion 1.24
SeaX € L§{ con media 0y G un LCS de media 0. La variable PgX la llamamos la prediccion de X dado §
que sera el mejor predictor lineal dada la familia S.

Al igual que en el dimension finita, bajo normalidad el mejor predictor lineal coincide con el mejor pre-
dictor global que es la esperanza condicional.

Proposicion 1.7

Sea (X,Y) una variable H x H-variable gaussiana (Ver Bosg, 2000, pp. 33)y G = G la LCS generada por
X. Se cumple que

Precisamente, utilizaremos los mismos conceptos para derivar el mejor predictor lineal, tal como hici-
mos con el modelo VAR, pero en su equivalente funcional: las series de tiempo funcionales, las cuales se
abordaran en una seccion posterior.

1.5. Introduccion al Analisis de Datos Funcionales

Con los conceptos de Teoria de Probabilidad en espacios de Hilbert introducidos en las secciones ante-
riores, podemos ahora definir con precision algunos de los elementos mas importantes en el Analisis de
Datos Funcionales. En adelante, cuando escribamos H para referirnos a un espacio de Hilbert, asumiremos
que H = L?[0,1].

Un tipo de operador en L?[0,1] es el operador kernel (Horvath & Kokoszka, 2012), que esta relacionado
con métodos homonimos como kernel PCA y regresion kernel.

Definicion 1.25

Definimos el operador lineal integral ¥ en L?[0,1]
1
W (x)(7) =f w(t,s)x(s)ds para x € L2[0,1],
0

entonces, decimos que es un operador con kernel .

Como observamos en la Seccion 1.4 los operadores de covarianza de variables en Lg{ son nucleares, en
particular, son operadores de Hilbert-Schmidt, propiedad deseable también para los operadores kernel.
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Proposicion 1.8

El operador integral ¥ con kernel y es de Hilbert-Schmidt si y sélo si

1 r1
f f w2(t,s)dtds < oo,
0o Jo

en cuyo caso

1 11
||‘P||§ =f f w2(t,s)dtds < oo,
0 Jo
Ademas, si el kernel v es tal que
= y(t,s)=w(s,t), es decir, es simétrico.

[ vt s)x()x(s)deds =0,

entonces el operador ¥ es simétrico y positivo definido.
Ademas, si el kernel v es una funcion continua por el Lema de Mercer admite una descomposicion de la
forma

w(t,s)= i/ljvj(t)vj(s).
j=

Ahora haremos la conexion con la clase de operadores kernel y los operadores definidos en la seccion
anterior para una variable X € Lﬁ{ .

Proposicion 1.9

Sea X € Lgf con media 0 y operador de covarianza Cy. Entonces Cy es un operador integral con kernel

c(t,s):=E[X,X,],

y llamamos a ¢ la funcién de covarianza de X nocién que coincide con la introducida en la Definicion 1.17.
Observamos que c(t,s) =c(s,t)y

1,1
f f c(t,s)x(t)x(s)dtds = ]E[(x,X)Z] =0,
0 Jo
entonces Cy es simétrico y positivo.

Observacion 1.1

La propiedad del operador de covarianza Cy para X € L§{ es sumamente (til, ya que para realizar esti-
maciones muestrales de Cy se utiliza su kernel ¢ en lugar del operador en si mismo. Analiticamente, y
por tanto computacionalmente, el kernel ¢ es mucho mas facil de estimar a partir de una muestra.

Algunas caracteristicas teéricas de interés para una variable X € LﬂzLf son:

p(r) :=E[X(1)], c(z,5) =E[(X(r) - pu(£))(X(s) - u(s))] paraz,se0,1],

y el operador de covarianza Cy correspondiente con kernel c.
Sea {Xi,...,Xy} una muestra aleatoria de X independiente. Los estimadores muestrales de estas canti-
dades son, en primer lugar, para la media:

T
a(r)=1" ;Xi(t),

para la funcion de covarianza:

T
e(t,s):=T" ;(Xi(t) — A(1)(X;(s) = fa(s)),

y para el operador de covarianza, el estimador es el operador integral Cy con kernel é.
Finalmente, en la practica utilizaremos estos estimadores, para los cuales deseamos que posean buenas
propiedades. A continuacion, se resumen los principales resultados relacionados con estas propiedades.
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Proposicion 1.10

Sea {Xy,..., X7} una muestra aleatoria de X € L§{ independiente. La variable X tiene media u y funcion de
covarianza c. Entonces se cumple que

E[g] =u,

E[ll2 - pl?]=0(T™).
Ademas, observamos que
E[¢(z,s)] =

c(t,s).
T—l( )

Para el estimador ¢, debemos elegir una norma apropiada para medir la discrepancia entre ¢y c.
Por la Proposicion 1.8, se tiene directamente que C es un operador de Hilbert-Schmidt con norma

1 1
ICI2 = f [ c2(t, s)dtds.
0 0

A partir de esto, y dado que en virtud de la proposicion anterior podemos trabajar sin mayor problema
con una muestra aleatoria centrada {X;, ..., Xy}, se obtienen los siguientes resultados sobre las propiedades
de los estimadores muestrales ¢y Cy.

Proposicion 1.11

Sea X € L, con media 0 que ademds E[||X||*] < cc. Sea {X,, ..., X} una muestra aleatoria de variables
independientes con distribucion comiin la de X.
Se cumple que

E[|C-cli]| = TE[IXI*] = E[|C-c|i]=00),

que es equivalente a

Elfolj;l(é(t,s) —c(t,s))zdtds] —o(r™),

por lo que el estimador ¢ de ¢ es consistente en media cuadratica.

Como se vio en las Proposiciones 1.10 y 1.11, las propiedades deseables para los estimadores de la funcion
y el operador de covarianza se obtienen bajo condiciones bastante restrictivas. Sin embargo, en contextos
mas generales, como cuando las variables en la muestra {X, ..., Xy} no son independientes, que es preci-
samente el escenario de interés en el contexto de Series de Tiempo Funcionales, es necesario investigar la
validez de dichas propiedades.

1.5.1. Componentes Principales Funcionales

Finalmente, una herramienta ampliamente utilizada en Estadistica y Analisis de Datos en general es el
Analisis de Componentes Principales (PCA). En la Seccion 1.1 discutimos una alternativa a PCA, conocida co-
mo el algoritmo PLS, enfocada en proporcionar un método de reduccion de dimensionalidad con capacidad
predictiva en un contexto de regresion.

Siguiendo la misma linea que en las secciones anteriores, exploraremos el analogo del método PCA en
un contexto funcional, que se denomina, como era de esperar, Analisis de Componentes Principales Fun-
cionales (FPCA por sus siglas en inglés) (Horvath & Kokoszka, 2012).

Para un vector aleatorio X € R™, la idea de PCA es obtener componentes que sean combinaciones lineales
de las variables que lo componen, concentrando la mayor variabilidad posible.

Consideremos ahora una variable X € L§{, donde Cy representa su operador de covarianza. Recordemos
que Cyx es un operador compacto, simétrico y positivo definido con una descomposicion espectral dada
por:

Cx(x) =) Aix,v)v; paratodo x € IH.
j=1
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Los conjuntos {4;,j € N}y {v;,j € N} = H son conocidos como los eigenvalores y eigenfunciones, respec-
tivamente, del operador Cy.
En la practica, estimamos los p eigenvalores mas grandes y asumimos que

M>A> >4, > A0,

indicando que los primeros p eigenvalores son distintos de 0.
Ademas, consideramos las eigenfunciones normalizadas, es decir, ||y;|| = 1.

Observacion 1.12

Lo anterior no determina el signo de v;. Si ¥; es un estimador esperamos que ¢;?; es cercano a v; donde
¢ji= 5|gn<17j,vj>,

sin embargo, ¢; no se puede estimar de los datos.
Debe asegurarse que los estadisticos a utilizar no dependan de ¢;.

Los estimadores muestrales de los eigenvalores y eigenfunciones de una muestra aleatoria {X,..., X}
de la variable X se obtienen a partir de la descomposicion espectral del operador estimador Cy y su kernel
correspondiente ¢, definido en la seccion anterior. Es decir, los primeros p eigenvalores y eigenfunciones
estimados satisfacen la relacion:

fé(t,s)ﬁ,-(s)ds _A.0,(r) parai=1,2,...,p,

y de manera analoga al caso de dimension finita, el lado derecho de esta identidad se denomina el i-ésimo
componente principal, parai=1,2,...,p.

Es crucial cumplir con las mismas condiciones discutidas en la seccion anterior para garantizar la con-
sistencia de estos estimadores, como se detalla en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.12

Consideremos X € L§{ con media 0 y tal que E{| X ||*} < co.

Supongamos que los primeros p eigenvalores de X son positivos, es decir, Ay > A, > ... >4, > A,,,;.

Para una muestra aleatoria {X;,...,X;} de variables independientes con distribucion X, se cumple que
paral<i<p:

limsup T -E{||&;0; — v;]|?} < oo,

T —o0

limsupT -E{|A; - A,]?} < 0.

T —o0o

Esta proposicion implica que

T (¢;0; - v;) = 0,(1),

T2 (A - A;) = 0,(1),

que es directamente la consistencia deseada en los estimadores.

De hecho, los resultados presentados en esta seccion son validos para cualquier operador simétrico de
Hilbert-Schmidt en H.

Si W tiene la descomposicion espectral

Y(x) =) Ailx, vy,
Jj=1
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entonces - -
(P(x),x) = () Aix,up)v;,x) =Y A{x,v;)*  paratodo x € H.
j=1 =1

Usando la Identidad de Parseval (Ver Yosida, 2012, Teorema 2 pp. 86), obtenemos

(o 0]
lxll? =Y ¢x,v)* =1,
j=1

de donde se deduce el siguiente resultado a partir de estas dos identidades.

Teorema 1.4

Sea ¥ un operador simétrico y positivo definido de Hilbert-Schmidt con eigenfunciones v; y eigenvalores
Aj, donde se cumple que
M>A> >4, > Ay

Entonces, para 1 < i < p, se tiene que
sup{(¥(x),x) | x| =1,(x,y)=0paral<j=<i-1}=A1,

y este valor se alcanza en v;, siendo Gnico salvo el signo.

Esta propiedad de los eigenvalores y eigenfunciones de un operador simétrico y positivo definido de
Hilbert-Schmidt sera fundamental para respaldar la metodologia propuesta en esta tesis.

En resumen, el método FPCA implica encontrar los eigenvalores y eigenfunciones del operador Cy o del
operador Cy dada una muestra aleatoria {X,, ..., X;}. Especificamente, consideramos:

= Las eigenfunciones ?; de Cy como los Componentes Principales Funcionales Empiricos (EFPC).

= Los Componentes Principales Funcionales Teéricos (FPC) son las eigenfunciones v; de Cy.

Observacion 113
EL EFPC estima los FPC bajo las condiciones de regularidad que da la Proposicion 1.12.

Finalmente, la intuicion detras del método FPCA se desprende del Teorema 1.4 aplicado al operador de
covarianza Cy, y esta relacionada con una descomposicion de Cy, que a su vez implica una descomposicion
de la variabilidad.

Podemos probar que

T
(Cx(x),x) =T Y (X;,x)?,
i=1

lo cual se interpreta como la variabilidad de los datos en la direccion de la funcion x.
Por otro lado, para maximizar la variabilidad explicada en la direccion x, debemos encontrar el maximo
de
(Cx(x),x) sujetoa |[x|?=1.

Segiln el Teorema 1.4, este maximo se alcanza en v, que corresponde al primer Componente Principal
Funcional (FPC).

El razonamiento anterior es completamente analogo cuando se usa el estimador Cy, en cuyo caso obte-
nemos el primer Componente Principal Funcional Empirico (EFPC).

Por lo tanto, tenemos la interpretacion estandar de los componentes principales: son direcciones orto-
gonales entre si donde la proyeccion maximiza la variabilidad, ya sea en el contexto teorico o estimado.

Aunque esta seccion ha cubierto los conceptos tedricos fundamentales del Analisis de Datos Funcionales,
con un método destacado como FPCA, se puede profundizar mas consultando Horvath y Kokoszka, 2012;
Ramsay et al., 2009; Ramsay y Silverman, 2005. Ademas, en el ambito computacional, existen frameworks
que facilitan el analisis eficiente de este tipo de datos, como la paqueteria fda (Ramsay, 2023), la cual
utilizaremos en las implementaciones computacionales de esta tesis.
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1.5.2. Series de Tiempo Funcionales

Por otro lado, en esta Gltima seccion se introduce el objeto de estudio principal de esta tesis: las series
de tiempo funcionales.

Hasta este punto, hemos mencionado que en el contexto clasico de datos funcionales, se tiene una mues-
tra {Xi,...,X;} de variables en Lgf independientes e idénticamente distribuidas.

Sin embargo, es posible considerar que el conjunto de funciones aleatorias {X;, ..., Xy} esta indexado de
manera que corresponde a muestras aleatorias tomadas en intervalos consecutivos de tiempo, por ejemplo,
dias. Es decir, X; representa una funcion aleatoria observada en el dia i.

En Horvath y Kokoszka, 2012 se ilustran algunos casos donde los datos pueden entenderse de esta ma-
nera, como curvas diarias de datos financieros, patrones diarios geofisicos o variables ambientales.
Definicion 1.26

Se dice que {X,,, n € Z} es una serie de tiempo funcional si constituye un proceso estocastico de variables
en HH, donde el indice de las variables representa el orden cronoldgico en unidades de tiempo.

Observacion 1.14
Suponemos en lo subsecuente que E[X,,] = 0 para todo n.
Recordamos las extensiones del concepto de varianza y covarianza en el contexto funcional.

Definicion 1.27

Definimos el kernel del operador de covarianza como

Yo (£,8) 1= COV(X, (1), X,y (5)).
De esta manera, podemos definir el operador de covarianza cruzada correspondiente, el cual generaliza
la funcion de autocovarianza de una serie de tiempo en el contexto clasico.
Como se discutio en la Seccion 1.2, la estacionaridad es una propiedad fundamental en el analisis de
series de tiempo funcionales.
Definicion 1.28

Sea {X,,, n € Z} una serie de tiempo funcional con valores en J{. Decimos que es estacionaria débilmente
si {X,,,n€Z} L3 yademas

1. Si E[X,] = u € J{ constante.
2. Si el operador de covarianza entre las variables X, y X,,.,, no depende de n.

Denotamos por I'y(#) al operador de covarianza cruzada entre X, y X,,,,,, lo denominamos el operador
de autocovarianza de la serie X.
Al kernel del operador T'x(h)

Yiu(t,s) 1= Cov(Xy (1), X;(s)),

lo llamamos la funcion de autocovarianza de la serie X.

La definicion es completamente analoga a la definicion de estacionaridad para una serie de tiempo en
dimension finita, adaptando los conceptos correspondientes a su version funcional. De manera similar,
tenemos la nocion de ruido blanco.

Definicion 1.29

Sea {¢,,n € Z} un serie de tiempo funcional con valores en J{. Decimos que es un ruido blanco si es una
serie de tiempo estacionaria con media 0 tal que

r.(0)=¢,

Por otro lado, observamos que la covarianza del proceso X varia dependiendo de la distancia entre las

y T.,(h)=0 parah>0.

0
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variables que estamos considerando. Para llevar a cabo un analisis similar al realizado para el operador de
covarianza de una muestra de variables independientes e idénticamente distribuidas, debemos considerar
un operador de covarianza que capture la dependencia temporal de la serie funcional X. Esto motiva la
siguiente definicion.

Definicion 1.30

Sea {X,,, n € Z} una serie de tiempo funcional estacionaria con valores en LSZH. El operador de covarianza
a largo término se define como

I'(x)(s):= fly(t,s)x(t)dt, xeXH,
0

donde -~
y(t,s) =3 vu(t,s).
h=1

Observacion 115

La estacionaridad no garantiza automaticamente la existencia del operador I
Para una serie de tiempo estacionaria con representacion MA,

00
Xn = Z Ak(en—k))
k=0

donde {e,, n € Z} es un ruido blanco fuerte en L:ZH, una condicion suficiente adicional es que Y57 [[ A || <
oo. Esto garantiza la existencia de A := ¥.3° | A, lo cual implica que T existe y esta dado por

I'=AC.A%,

donde C, es el operador de covarianza de cualquiera de las variables del proceso €, y A* representa el
operador adjunto de A (Martinez-Hernandez et al., 2022).

Para una muestra aleatoria {X, ..., X7} de una serie de tiempo funcional, la falta de distribucion idéntica e
independencia entre las variables requiere inicialmente definir la nocion de covarianza general para la serie.
Ademas, debemos abordar el efecto de la dependencia temporal en las propiedades de los estimadores
muestrales, como el operador de covarianza muestral a largo plazo.

Sin embargo, mientras que el operador de covarianza a largo plazo se centra en comprender el compor-
tamiento de la serie de tiempo funcional a largo plazo, el objetivo principal de este trabajo es estudiar
su comportamiento a corto plazo y desarrollar un esquema predictivo en consecuencia. La discusion so-
bre la covarianza a largo plazo se presenta debido a su relevancia en la investigacion actual sobre series
de tiempo funcionales, como se explica en Horvath y Kokoszka, 2012; Martinez Hernandez y Genton, 2019;
Martinez-Hernandez et al., 2022.

Para obtener resultados analogos a las Proposiciones 1.11y 112 en el contexto de una serie de tiempo fun-
cional {X;, ..., X7}, esfundamental que la serie de tiempo subyacente X sea L*-m-aproximable (Ver Horvath
& Kokoszka, 2012, Definicion 16.1). La intuicion detras de esto radica en la capacidad de aproximar la serie
X mediante procesos X" que son m-dependientes, lo que implica que la dependencia temporal entre las
variables desaparece para distancias mayores a m; es decir, la dependencia temporal no es perpetua.

Para una serie de tiempo funcional estacionaria X con media cero, definimos Cy := I'y(0). Los resultados
analogos a las Proposiciones 1.11y 1.12 para el analisis espectral del operador de covarianza estimado Cy,
con kernel dado por

e(t,8)=T"" iXi(t)Xi(s),
i=1

se presentan a continuacion.
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Proposicion 1.13

Sea{X,,n € Z} una serie de tiempo funcional estacionaria de media 0. Supongamos que {X, ,n € Z} c LQ‘{
y es L*-m-aproximable. Existe una constante Uy que no depende de T tal que

Proposicion 1.14
Sea {X,,n € Z} una serie de tiempo funcional estacionaria de media 0. Supongamos {X,,n € Z} c Lf‘ic y

es L*-m-aproximable.
Supongamos que los eigenvalores de Cy son tales que

M>A> >4, > Ay,

es decir, los primeros p eigenvalores de X son positivos.
Para una muestra aleatoria {X;,...,X;} de de la serie {X,,n € Z} se cumpleparal <i<p

limsupT-E[l¢;0; — v;]1%] < oo,
T—o0

limsupT-IE[ A=A, 2] < oo.

T—o0

Estos resultados ofrecen la posibilidad de aplicar FPCA, por ejemplo, a muestras de series de tiempo

estacionarias. Sin embargo, el enfoque principal de esta tesis son las series de tiempo no estacionarias. En

adelante, se explicara como la metodologia de FPCA o la alternativa propuesta en esta tesis aiin pueden
aplicarse en el contexto no estacionario, bajo ciertos supuestos.
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Como vimos en la seccion anterior, la estacionaridad es una propiedad imprescindible para las metodo-
logias de prediccion, ya que permite controlar el error y proporciona cierta certeza en los prondsticos.

En esta seccion, analizaremos como abordar el problema de la no estacionaridad, un fenomeno muy
comin en la practica, con el fin de desarrollar esquemas predictivos efectivos.

21. Introduccion al concepto de cointegracion

Consideremos {X,,, n € Z} como una serie de tiempo en R™. Cada una de las m componentes de la serie
{X,,,n € Z} puede ser vista como una serie que interactia con las demas. Este tipo de relaciones entre
variables se estudian en diversos campos, como el analisis econdmico y ambiental.

Por ejemplo, en el ambito econdmico, una variable economica vista como una serie de tiempo puede
fluctuar independientemente, pero se puede esperar que dos series de tiempo se muevan de manera que
no estén muy alejadas una de la otra. Tipicamente, en la teoria econdmica, existen fuerzas que mantienen
a las variables economicas, vistas como series, unidas. Ejemplos de este fenomeno pueden ser las tasas
de interés, las inversiones de capital y el gasto. Una idea similar consiste en considerar las “relaciones
de equilibrio”, que pueden entenderse como las fuerzas que mantienen, en este caso, a la economia en
equilibrio (Engel & Granger, 1987).

En Economia, una serie de variables econémicas {X,,,n € Z} con valores en R” se dice que esta en
equilibrio si satisface la condicion:

B'X,=0 paratodo n,

donde B € R™ es un vector dado.
Sin embargo, esta condicion es bastante restrictiva y puede que en algunos momentos n no se cumpla
el equilibrio. Por lo tanto, definimos el proceso:

Z,:=p'X,,

que representa el error con respecto al equilibrio.
Cominmente, cuando se trabaja con una serie de tiempo, se realiza la diferenciacion un nimero finito
de veces para obtener un proceso estacionario, que se puede aproximar por un proceso autorregresivo.

Definicion 21

Sea {X,,, n € Z} una serie de tiempo con valores en R™.
El operador diferencia A se define como

AX,:=X,-X,_; paratodonecZ.

Se dice que la serie {X,, n € Z} es integrada de orden d € IN si d es el nimero natural mas pequeno tal
que la serie {A9X,, n € Z} es estacionaria. Denotamos esta propiedad como X ~ I(d).
Aqui, A9 representa la aplicacion del operador diferencia d veces.

Observacion 2.1

Es comin considerar los casos d =0y d =1 (una raiz unitaria). En el caso d = 0, se tiene un proceso con
un comportamiento estacionario, mientras que en el caso d = 1, la varianza del proceso diverge y las
innovaciones tienen un efecto permanente en el proceso.
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En primera instancia, tener un conjunto de series I(1) resulta problematico, debido a que, a diferencia
del caso estacionario, se presenta un comportamiento caético en la varianza del proceso.

No obstante, al considerar la nocion de equilibrio entre diferentes variables dentro de un vector de series
economicas, es posible combinar estos comportamientos impredecibles para obtener un proceso estable.
Esta es precisamente la idea de cointegracion entre series de tiempo, un concepto que fue delineado con
precision en el influyente articulo de Engel y Granger, 1987.

Definicion 2.2

Sea {X,, n € Z} una serie de tiempo en R™.
Consideremos
X, =[Xim-r Xmnl" paratodo neZz,

donde X; , es la coordenada i-ésima del vector X,,.

Denotemos X; :={X; ,,n € Z} alaserie de tiempo univariada correspondiente a las i-ésimas coordenadas
del proceso {X,,,n € Z}.

Se dice que las X;, ..., X,, son series cointegradas de orden d, b, lo que denotamos por X ~ Cl(d, b), si

1. SiX; ~I(d) paratodoi=1,...,m.

2. Existe BeR™ con § + 0 tal que
Z,:=B"X, ~1(d~- D).

El vector § se denomina como una relacion o vector de cointegracion.

Bajo la definicion anterior, las relaciones de cointegracion no necesariamente son Unicas. Si existen r
vectores de cointegracion que son linealmente independientes, entonces r es el rango de cointegracion.

Existe una relacion estrecha entre la cointegracion y los modelos de correccion del error (Ver Liitkepohl,
2005, Capitulo 6). La idea fundamental es que la proporcion de desequilibrio (representada por Z,) se
corrige en el siguiente periodo n +1.

Definicion 2.3

Sea {X,,, n € Z} una serie de tiempo en R? y sus componentes son I(1) o I(0) Gnicamente.
Decimos que X tiene una representacion de correccion del error si se puede expresar como

A(L)(1 _L)Xn =—aZ, +€y,

con € un proceso estacionario multivariado que representa el error, A(0) = I, y A(1) de entradas finitas,
Z,=B"X,yacR>?
Aqui L es el operador lag (Ver Liitkepohl, 2005, pp. 22).

En esta forma, Z,_, la desviacion del equilibrio al instante n—1 es una variable explicativa, aunque, con
un argumento recursivo, las desviacion a distintos lags se pueden tomar en consideracion, permitiendo asi
un ajuste gradual al equilibrio.

Bajo el supuesto de que las componentes del proceso X son I(0) o I(1), los procesos que aparecen en
el modelo de correccion del error son todos estacionarios. Por lo tanto, es comin realizar la prediccion
bajo este modelo y luego ajustar al nivel de la serie original (integrando), aunque este paso adicional
incrementa la variabilidad al menos de manera lineal (similar a la varianza de una caminata aleatoria). Esto
puede resultar en intervalos de prediccion muy amplios y poco (tiles.

Sin embargo, el concepto de cointegracion en realidad proporciona una comprension profunda de la
relacion entre las variables mas que establecer un método directo de prediccion.

El resultado que describe como un proceso X con componentes cointegradas puede escribirse como un
modelo de correccion del error es conocido como el Teorema de Representacion de Granger, que discuti-
remos a continuacion.

Consideremos {X,,, n € Z} como una serie de tiempo en R™ que sigue un modelo VAR. En adelante, X se
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referira al proceso {X,,, n € Z}, de manera similar se hara referencia a otros procesos estocasticos.
Si X es estable, entonces segiin el Teorema de Descomposicion de Wold, X puede descomponerse como
la suma de dos procesos no correlacionados {V,,,n e Z} y {U,,n € Z}:

X,=V,+U, paratodoneZ,

donde V es un proceso deterministico que esta completamente determinado por su pasado, y U es un
proceso puramente estocastico, es decir, no deterministico. En adelante, nos referiremos a U como la parte
estocastica del proceso X. Para una formalizacion detallada de estas definiciones se puede consultar la
Seccion 5.7 de Brockwell y Davis, 1991.

Supuesto 2.1

Supondremos que la serie de tiempo X estudiada no tiene componente deterministico. En la practica,
este componente puede eliminarse, por ejemplo, mediante la utilizacion de los residuos de una regresion
de la forma:

X,=a+bn+U,

Al realizar esta regresion, se asume que el componente deterministico es una funcion lineal. La validez
de este supuesto se discute en la Seccion 15.2 de Hamilton, 1994, aunque existen otras alternativas que
pueden explorarse dependiendo del problema especifico que se esté analizando.

Ademas, también suponemos que las series subyacentes no tienen un componente estacional. Para
aprender como abordar este aspecto, se puede consultar la Seccion 1.4 de Brockwell y Davis, 1991.

Finalmente, al Teorema de Descomposicion de Granger es el siguiente:

Teorema 2.1

Sea X ~ VAR(p) tal que X ~ CI(1,1) y es un proceso puramente no deterministico. Supongamos que tiene

la representacion VECM
p-1

AX, =af'X, , + ) T;AX, j+e,,
j=1

con X, =0 para n <0, € ruido blanco tal que ¢, =0 para t < 0.
Consideremos el polinomio

C(z):=(1-2),-aB’z- pil r;(1 -2)z".
j=1

Si se cumple que
1. Sidet C(z) =0 entonces |z| = 1.
2. El namero de raices unitarias es m —r.
3 a,peR™ talquerka=rkB=r.

Entonces "
Xn = Szei +g*(L)€n +X*’
i=1

donde

-1
T
a,

§=5.

p-1
“I(Im - Z Fi):BJ_
i=1

entonces rk F=m—r, §*(L)e, ~1(0) y B,,a, € RU""7*" son matrices cuyas columnas son ortogonales
a las columnas de B y a, respectivamente.

Demostracion. Ver Apéndice B. O
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Observacion 2.2

La variable X; representa una constante distinta a la condicion inicial X,, de la serie X. Para mas detalles
sobre esta modificacion, se puede consultar la prueba en el Apéndice B.

El Teorema de Representacion de Granger es mas general; no es estrictamente necesario que X siga un
modelo VAR. Una version mas amplia se encuentra en Engel y Granger, 1987, y la primera prueba documen-
tada correcta esta en Johansen, 1991. La razon de introducir este teorema no es profundizar en el concepto
de cointegracion, sino utilizar estos resultados como punto de partida para motivar las metodologias de-
sarrolladas en esta tesis.

2.2. Proyeccion a un espacio estable bajo la nocion de cointegracion

En principio, estamos ante una serie de tiempo X en R™ cuyas componentes son I(1) o 1(0).

Este tipo de procesos son comunes en la practica al analizar series temporales, especialmente en los
campos de Economia y Finanzas, que constituyen la motivacion principal detras de estas ideas.

Supongamos que X sigue un modelo VAR y X ~ CI(1,1) con un rango de cointegracion r, es decir, segiin
las condiciones del Teorema de Representacion de Granger. Observamos que este supuesto es restrictivo,
dado que todas las componentes deben tener el mismo orden y ademas cointegrarse segin la Definicion
2.2

Como corolario del Teorema de Representacion de Granger, en el caso de un VAR inestable, se tiene
una descomposicion en m — r caminatas aleatorias, que en términos economicos representan tendencias
comunes, y r componentes estacionarias.

Una descomposicion alternativa, consecuencia del Teorema de Representacion de Granger, es la siguien-
te:

Proposicion 2.1

Sea {X,,n € Z} una serie de tiempo en R™ que cumple las condiciones del Teorema 2.1. Se presenta una
descomposicion de la forma:

n
(2) X, =XI+P; -[0() Y e,|+Ps- X, + ara todo n > 0,
n 0 B n B ntfh P
i=1

donde Pg, Py representan las matrices de proyeccion a Col py Col 8, respectivamente, n es una serie de
tiempo estacionaria, y

Z,=PsX, + P AX,,

tiene una representacion MA dada por

Z,=0(B)e,.
Demostracion. Ver Apéndice B. O

Por construccion, las componentes de P3X,, son procesos 1(0), lo que implica que la serie de tiempo
{PsX,, n = 0} es estacionaria.

La ventaja de esta proposicion radica en que buscamos representar al proceso observado X en términos
de una proyeccion hacia un espacio estable, conforme a las condiciones del Teorema 2.1, que corresponde
al espacio generado por las relaciones de cointegracion.

Por lo tanto, podemos desarrollar un esquema predictivo para una serie X en R™ con componentes I(1),
centrandonos en predecir el proceso estacionario {PzX,, +1,,n > 0}.

Debido a que estamos realizando proyecciones, se minimiza el error, por lo que el esquema desarrollado
para predecir X esta basado en considerar predictores lineales en Col §, que bajo los supuestos del Teorema
2.1 se conoce como espacio de cointegracion.
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Como se mencion6 anteriormente, el supuesto de que X cumple con las condiciones del Teorema 2.1 es
restrictivo. Es plausible que las componentes de X simplemente no estén cointegradas. En este caso, si
consideramos las m series, tendriamos r = 0, lo que significa que desde la perspectiva de la cointegracion
no existe un espacio estable al cual proyectar las m series en conjunto. Sin embargo, esto no implica que
si consideramos dos subconjuntos separados de las componentes de X, cada uno visto como una serie de
tiempo, puedan estar cointegrados individualmente. En consecuencia, podriamos realizar predicciones por
separado para estos subconjuntos.

Lo anterior se debe a que el concepto de cointegracion representa una relacion entre todas las variables
del sistema y una parametrizacion especifica descrita por el modelo VECM.

Por lo tanto, lo ideal seria obtener relaciones de estabilidad a partir de una serie X con componentes
inestables y no necesariamente cointegradas, que tengan capacidad predictiva y puedan manejar el hecho
de que quizas no todas las variables deban ser consideradas para obtener la combinacion lineal estable. Es
decir, la carga asignada a esas variables en la combinacion lineal puede ser 0. Esto, en principio, difiere del
concepto de cointegracion, ya que una relacion de cointegracion considera a priori que todas las variables
tienen importancia para obtener la relacion de estabilidad.

En lo sucesivo, describiremos algunas de las ideas detras de las metodologias existentes para obtener
relaciones de cointegracion. Estas ideas serviran de motivacion para estudiar alternativas mas flexibles,
como por ejemplo, la metodologia propuesta en Muriel et al., 2012.

2.21. Procedimiento de Johansen

Uno de los métodos mas utilizados en el analisis de cointegracion es el denominado procedimiento de
Johansen, introducido en Johansen, 1991. Una exposicion resumida de este método se puede encontrar en
la Seccion 5.5.1 de Maddala y Kim, 1998.

Para aplicar este método, se supone que X cumple las condiciones del Teorema 2.1, sigue un modelo VAR
de algln orden, y su proceso de innovacion es gaussiano.

Supongamos que X tiene la representacion VECM como en el Teorema 2.1y sea

Mp_l(n) = SPAN {AXn—l’ e ,AXn_p+1}
Utilizando el Teorema de Proyeccion podemos obtener las descomposiciones

AXn = ROI’l +PMp,1(n)AXn € ]Rm,

Xpo1 =Ry +PJV[p,1(n)Xn—1 eR™,
donde Ry, = Py, () DXy Y Rip = Pag,_ ()2 X1 Equivalentemente, se pueden entender a R,,, y R;,, COMO

los residuos de las regresiones entre AX,, y X,,_; contra las variables {AX,,_,,...,AX,,_,.;}.
Aplicando la proyeccion Py, \(n)- @ la parametrizacion VECM en el Teorema 2.1 obtenemos

_ T
Ry, =aB Ry, +e€,.
Dada la muestra aleatoria
T T 1T T T T 1T T
Ry =[rop, - ¥or]” €RT™ y Ry =[r,...,r " €eRT*™,

se puede estimar a y f resolviendo el problema de regresion multivariada maltiple suponiendo € es un
ruido gaussiano.
Sea

S S
S - 00 10 ,
SIO Sll
donde
S;;=T'RIR;e R™™ coni,j=0,1.
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Observacion 2.3

En el Apéndice A de Johansen, 1991 se prueba que
= Var(f'R,,| M,_,(n)) — B"Z,; B cuando n — oo.
= Var(Ry, | M,_,(n)) — Z,, cuando n — oo.
= Cov(B" Ry, Ron |M,,_,(n)) = B" 2,0 cuando n — oo,

donde S;; son las correspondientes versiones muestrales de X;; para i,j =0, 1.

Desde otro punto de vista, intentamos predecir linealmente un proceso 1(0)(AX,,) con un proceso I(1)(X,,_,),
por lo que intuitivamente buscamos las combinaciones lineales de X,,_, que estén mas correlacionadas con
AX,,.

En el procedimiento de Johansen se obtienen a y f por maxima verosimilitud suponiendo que € es un
ruido gaussiano.

Se observa que para g fijo

a(B)=(B"S1,8)"B" S0

y la verosimilitud en funcion solo de S es

IL(B)I™T = [So0 ~ St BBTS118) ™ BT Sy

en Johansen, 1991 se especifica que el estimador de maxima verosimilitud j es tal que

|AT(S11 = S10S00 So1)X|
|ATS, Al ’

B := argmin , pmsr
El valor maximo se obtiene a partir del problema de eigenvalores
Si1 S10800 Sor v = Av,

por lo que las columnas de f coincide con las primeras r correlaciones candnicas entre R, ,, y R, (Ver John-
son, Wichern et al., 2002, Identidad 10-11) asintoticas pues no hay dependencia de n en estos eigenpares.

Observacion 2.4

Observamos que este procedimiento supone de antemano:

1. Conocer el rango de cointegracion r. Como se resume en Maddala y Kim, 1998, tener el rango de
cointegracion correcto es esencial para propositos de prediccion. En Johansen, 1991 se explica
como estimar r utilizando un esquema de prueba de razon de verosimilitudes.

2. Asumir un modelo VAR, ya que se condiciona sobre el espacio M,,_;(n). Ademas, como se argu-
menta en Harris, 1997, este procedimiento es sensible a la eleccion de p.

2.2.2. Metodologia de Box-Tiao

Una manera alternativa de derivar las relaciones de cointegracion utilizando correlacion canonica es el
Método de Box-Tiao.

Este método se basa en la idea del procedimiento paramétrico propuesto por Johansen (Johansen, 1991),
pero intenta relacionar linealmente X,, con X,,_;.

Dado que ambas variables de respuesta son procesos con componentes I(1) y estamos intentando pre-
decir X,,, buscamos las combinaciones lineales de X,,_; menos correlacionadas con X,,, ya que, al final, se
buscan componentes estacionarias.
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La complementariedad existente entre estos dos enfoques de correlacion candnica se debe a que los
procesos 1(0) y I(1) deben, en esencia, tener correlacion cero, ya que el conjunto de procesos I(d) es un
espacio vectorial.

La forma de relacionar X,, y X,,_; es obtener residuales similares a R,, vy R;,. El condicionamiento ya
no seria respecto a M,,_,(n). Estos residuales se obtienen haciendo la regresion de X,, y X,,_; contra un
componente deterministico y una dinamica a corto plazo. La dinamica a corto plazo, en el procedimiento
de Johansen, era el modelo autorregresivo de orden p.

Después de eliminar el componente deterministico y la dinamica a corto plazo, obtenemos, de forma
similar al procedimiento de Johansen,

Ron = @B Ry, +e.

Lo que buscamos aqui son las correlaciones canonicas entre R, Y R;,,. Con estos residuales, se define S
de la misma forma.

Dado que ambos procesos son inicialmente (1), debemos considerar las r correlaciones candnicas mas
pequenas. Asi, las relaciones de cointegracion son los r eigenvectores correspondientes.

Observacion 2.5

Algo que hay que notar al trabajar con la matriz S es que esta se puede considerar como un estimador
de la varianza a largo plazo del proceso X. La nocion de cointegracion implica una relacion a largo plazo
entre las variables.

2.2.3. Componentes Principales

La idea central de todas estas metodologias se concentra en analizar la dependencia temporal del pro-
ceso investigando la relacion lineal entre X,, y X,,_;.

Motivados por estas ideas, en vez de utilizar correlacion canoénica, parece natural intentar descomponer
la variabilidad explicada por combinaciones lineales de las componentes de X. Estos son los componentes
principales.

De manera similar a la metodologia de Box-Tiao, los componentes principales asociados a los r valores
propios mas pequenos corresponderan a estimadores de las relaciones de cointegracion.

En Harris, 1997, se describe en detalle este método y los supuestos bajo los cuales los r eigenvectores
asociados a los r eigenvalores mas pequenos de la descomposicion espectral de la matriz de covarianza
muestral

S=T17" i X, XI,
n=1

constituyen una base que estima, de forma consistente, el espacio vectorial generado por las relaciones
de cointegracion teoricas (Ver Harris, 1997, Lema 1).

Observamos que este método basado en PCA utiliza la descomposicion de la varianza del proceso X en
lugar de la dependencia entre las variables X,, y X,,_,. Asi, PCA se basa en la idea de que las combinaciones
lineales estables de un proceso con componentes no estacionarias deberian ser aquellas que acumulen la
menor variabilidad.

La metodologia propuesta en Harris, 1997, aunque hace ciertos supuestos, no requiere que el proceso X
siga un modelo paramétrico. Por lo tanto, en principio, es mas general y, para un proceso X ~ CI(1,1), seria
una metodologia no paramétrica para la estimacion de un conjunto de relaciones de cointegracion.

Otra metodologia similar que utiliza PCA, pero que en algiin punto supone un modelo VAR, es el método
de Stock y Watson (Ver Maddala & Kim, 1998, Seccion 5.5.5). Este método se utiliza sobre todo en la tarea
de identificar tendencias comunes, mas que en la identificacion de relaciones de cointegracion.

Observacion 2.6

Resumimos algunos de los puntos clave de todas estas metodologias, que estan principalmente enfoca-
das en estimar una base para el espacio de cointegracion:
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1. El procedimiento de Johansen depende fuertemente del supuesto de ruido blanco gaussiano y es
sensible al orden p. Es un método paramétrico.

2. El método por componentes principales no considera la dependencia entre las variables del pro-
ceso, la cual es natural en series de tiempo. PCA se basa en descomponer la varianza del proceso.

Finalmente, podemos concluir que, generalmente, bajo los supuestos del Teorema de Descomposicion
de Granger, analizar la dependencia lineal entre X,, y X,,_;, 0 AX, y X,,_; en el caso del procedimiento de
Johansen, permite estimar una base para el espacio de cointegracion.

Esta conclusion es la motivacion principal de esta seccion. En lo sucesivo, explicaremos como se pue-
den utilizar estas ideas para obtener relaciones estables que, ademas, tengan capacidad predictiva, ya no
necesariamente bajo las restricciones del Teorema de Representacion de Granger.

2.3. PLS para obtener una proyeccion estable

2.31. Motivacion

Como hemos enfatizado anteriormente, puede que estemos ante un proceso X que no cumpla los su-
puestos del Teorema 2.1, por ejemplo, una serie X con componentes de distinto orden de integracion.

Motivado por el analisis de cointegracion, se puede comenzar estudiando la dependencia entre las va-
riables X,, y X,,_,. Asi, se puede obtener un conjunto de componentes, concentradas en las columnas de
una matriz 8, tal que {PgX,,, n > 0} sea una serie de tiempo estacionaria. Esta serie se puede predeciry, con
ello, entender la serie {X,,, n = 0} subyacente.

Se puede utilizar la misma idea de que las componentes estables son precisamente aquellas que resultan
de combinaciones lineales de las componentes de X con menor variabilidad.

Por otro lado, el proposito principal de este trabajo es abordar el problema de prediccion. Por lo tanto,
adicionalmente, se pueden buscar componentes que tengan capacidad predictiva. Esto es precisamente lo
que hace el algoritmo PLS en el contexto de regresion.

En ese sentido, Muriel et al., 2012 propone una metodologia basada en el algoritmo PLS para series de
tiempo vectoriales. Esta metodologia fue aplicada para estimar una base del espacio de cointegracion. Sin
embargo, como se menciona en Wold, 1979, el algoritmo PLS puede utilizarse en sistemas complejos con
pocos supuestos teoricos.

Por lo tanto, se puede considerar que la metodologia propuesta en Muriel etal., 2012 es independiente del
analisis de cointegracion, y su flexibilidad permite obtener componentes estables de sistemas con diversos
tipos de estacionaridad, no exclusivamente sistemas con raices unitarias.

Ademas, dado que la idea principal para obtener esas componentes estables es explorar la dependen-
cia entre las variables X,, y X,,_;, aplicar el algoritmo PLS también nos proporcionaria componentes con
capacidad predictiva.

El objetivo de esta seccion es resumir las ideas presentadas en Muriel et al., 2012 y comparar esta meto-
dologia con las descritas anteriormente.

Observacion 2.7

Algunas ventajas del algoritmo PLS son:

1. Tiende a utilizar el menor nimero de componentes necesario con capacidad predictiva, lo cual
reduce la complejidad del modelo (Hoskuldsson, 1988).

2. Considera la dependencia existente entre X,, y X,,_;, lo cual es natural en el contexto de series de
tiempo.

3. Posee propiedades de ortogonalidad en las componentes (Garthwaite, 1994; Hoskuldsson, 1988).

36 Roberto Vasquez Martinez



Tesis de Maestria 2.3. PLS para obtener una proyeccion estable

4. Esapropiado para modelos de alta dimensionalidad y grandes varianzas (Garthwaite, 1994), a dife-
rencia del procedimiento de Johansen que puede enfrentar dificultades numéricas con la dimen-
sionalidad, debido a la exhaustividad computacional del problema de maxima verosimilitud.

Estas ventajas hacen que el algoritmo PLS sea una alternativa a considerar en la exploracion y analisis
de relaciones de cointegracion en series temporales.

La propuesta desarrollada en Muriel et al., 2012 se basa en la misma idea que las metodologias basadas
en PCAy CCA. Ademas, PLS es mas adecuado para el problema de prediccion y representa una generalizacion
de CCA. Por lo tanto, se puede considerar que PLS incorpora las ideas detras de PCAy CCA para la estimacion
del espacio de cointegracion, y en un contexto mas amplio, para la estimacion del espacio estable.

2.3.2. Descripcion de la metodologia

En lo siguiente, suponemos que {X,,n = 0} es una serie de tiempo en R™ con componentes no nece-
sariamente estacionarias y que no necesariamente se cointegran. Es posible que haya componentes con
integracion de orden mayor (I(d) con d > 1), por lo tanto, X no necesariamente sigue un proceso cointe-
grado del tipo CI(1,1).

La idea fundamental en Muriel et al., 2012 es determinar la matriz § de tal manera que

X, =Ps X, +PsX, paranz0,

donde el proceso {PgX,,, n = 0} es estacionario y {Pg X,,n = 0} no necesariamente lo es.

Dado que el proceso {PzX,, n = 0} corresponde a una proyeccion del proceso original X, sabemos que
entre las transformaciones lineales de X,, en Col §, la que minimiza el Error Cuadratico Medio (MSE) es
precisamente la proyeccion. Por lo tanto, en principio, este proceso se puede utilizar como predictor de X.

La metodologia en Muriel et al., 2012 se puede resumir en una forma de obtener § utilizando el algoritmo
PLS.

Consideremos una muestra aleatoria {X,,n =1,2,...,T} de la serie X en R™ con condicion inicial X.

Sea

(2.2) Yi= [XF, . XITeRI-Dm y o xe=(xI .. X e RE-Dxm,

Aplicando el algoritmo PLS a la muestra aleatoria formada por Y como variable respuesta y X como
variables explicativas se tiene para la primera iteracion que

(2.3) (iy,&,):= argmax Cov(Xd,Ye)> con |d|,|e| =1,
deR™, ecR™

segiin la notacion del Algoritmo 1.2.
Naturalmente, si el proceso subyacente X tiene componentes no estacionarias, segin lo discutido hasta
ahora, esperariamos que

(2.4) T,(n):=w'X, paran=1,...,T,

corresponda a una muestra aleatoria de una serie de tiempo no estacionaria. Esto se debe a que, segin
el Lema 2.1, el vector iy corresponde al valor singular mas grande de la matriz de covarianzas muestral, lo
que implica que T; esta altamente correlacionado con X.

Lema 21

Sea {X,,,n € T} una muestra aleatoria de la serie X € R™. Sean Y y X como en la ecuacion (2.2).
Considerando la primera iteracion del algoritmo PLS en la ecuacion (2.3), se cumple que

¢, oYXy,
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y por lo tanto, el problema de optimizacion en la ecuacion (2.3) se puede simplificar a

i, ;= argmaxd' X'YY'Xd sujetoa ||d|| =1,
deR™

lo que implica que 1, es el eigenvector que corresponde al eigenvalor mas grande de la matriz X'YY'X.
Demostracion. Ver Apéndice B. O

Del Lema 2.1, se concluye que i, es un vector correspondiente al valor singular mas grande de la cova-
rianza muestral, lo que implica que maximiza la capacidad predictiva.

Observacion 2.8

Observamos que T~ 'Y'X es un estimador muestral de

2y i= nllngo Cov(X,, X 1),

y de manera similar, T7'X"Y es un estimador muestral de

PINBES ,,U_,TOCOV(X"—I’X”)'

Por lo tanto, segln el Lema 2.1, tanto i, como ¢, pueden interpretarse como estimadores de w, y ¢, que
corresponden a los problemas de eigenvalores:

T Zowy = Awy,

Estamos suponiendo implicitamente que

TY'x L5,
TXY L5,

sin embargo, esto solo ocurre si la relacion de dependencia entre X, y X,_, es estable a largo plazo.

A pesar de la observacion anterior, el estimador muestral de la covarianza es informativo a corto plazo,
ya que indica como es, en promedio, la relacion lineal entre variables consecutivas de la serie de tiempo.

Hasta el momento, hemos visto como el Lema 2.1 nos permite simplificar el problema de optimizacion
que aparece en el Algoritmo 1.2. Se hace mas énfasis en la componente @, que en ¢;, ya que, en un contexto
de prediccion, es crucial obtener la direccion i, asociada a la muestra aleatoria X para definir modelos de
regresion similares a los presentados en la Seccion 1.1.

En el caso de series de tiempo, tanto las variables contenidas en Y como en X toman valores en R™. Este
es un caso particular que puede manejar el algoritmo PLS, donde se permite que las variables aleatorias
subyacentes a Y y X tomen valores en espacios distintos.

Ademas, de la ecuacion (2.2) se observa que Y y X se conforman del mismo proceso. Por lo tanto, en la
siguiente iteracion del algoritmo PLS, se espera obtener una muestra aleatoria de un proceso con base
en el cual se puedan formar nuevas matrices Y y X. Por lo tanto, en lugar de actualizar las matrices Y y X
como en el Algoritmo 1.2, eliminamos la informacion contenida en la direccion i, de cada observacion de
la muestra aleatoria {X,,t =1, ..., T} de la siguiente forma:

Xn = Pwlxn,

donde
_ WS
Py =1, -

1 m

~To~
w, Sy
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T
S=T7"Y X,X},

n=1
es el estimador muestral de la matriz de covarianzas del proceso X.
Se observa que Pwl es una matriz de proyeccion cuya imagen es SPAN{i; }*. Aunque podriamos haber
usado la matriz de proyeccion I,, — i, i, preferimos utilizar Pwl en el Algoritmo 1.2 porque la matriz X se
actualiza de la siguiente manera en la siguiente iteracion:

iy ) XTX
X—X-(I,-—=——1.

Wl XXy
Ademas, Pwl es una proyeccion ponderada por la varianza del proceso X.
Por lo tanto, la version propuesta del algoritmo PLS discutida hasta ahora es la siguiente:

Algoritmo 2.1 (Algoritmo PLS para series de tiempo multivariadas)

Iniciamos con una muestra aleatoria centrada de una serie de tiempo {X,gl), n=1,...,T} con valores en
R™,

Sea Xy Y como en (2.2) construidas a partir de {X,(ll), n=1,...,T}

Parai=1,...,m

1. Obtenemos ; segin el Lema 2.1.

2. Actualizamos la muestra aleatoria como

X by x\.

3. Se conforman nuevamente Xy Y como en (2.2) con la muestra aleatoria en el numeral 2y se hace
i—i+1.
Notamos del Algoritmo 2.1 que iterativamente se reduce la varianza de la muestra {X,,,n =1,...,T} me-
diante componentes que también maximizan la dependencia lineal entre Y y X. Ademas, se espera que

Ti(n):= w,.TX,g") paran=1,...,T,
corresponda a una serie de tiempo no estacionaria mientras que (X9 n =1,...,T} sea un proceso no
estacionario.

Sin embargo, puede haber un indice j para el cual por primera vez {X,(,i),n =1,2,...,T} provenga de un
proceso estacionario, momento a partir del cual las componentes iis;, ..., ,, daran lugar a muestras de
series de tiempo univariadas T}, ..., T,, estacionarias. Claro esta, la existencia de dicho indice j depende del
grado de no estacionaridad de la serie X.

En el contexto de cointegracion, el siguiente resultado establece una conexion con la metodologia des-
crita en Harris, 1997.

Lema 2.2

Sea X una serie de tiempo con valores en R™ que cumple las condiciones del Teorema de Representa-
cion de Granger y con proceso de innovacion un ruido blanco fuerte. Sea {X,,n = 1,...,T} una muestra
aleatoria de dicha serie.
Se cumple que el primer componente PLS 1, es asintoticamente equivalente, salvo signo, al primer com-
ponente principal de X, es decir, su diferencia converge en probabilidad a 0.
El primer componente principal corresponde al eigenvector asociado al eigenvalor mas grande de la va-
rianza muestral ’

S:=T7'Y x,x~.

n=1

Demostracion. Ver Apéndice B O
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Observacion 2.9
Un corolario del Lema 2.1 establece que ), y ¢ son asintoticamente equivalentes. Por lo tanto,

s A AT
Pﬁ}lNIm_wl 17

lo que sugiere que el método propuesto en Harris, 1997 y el basado en PLS deberian comportarse de
manera similar cuando X ~ CI(1,1).

2.3.3. Identificacion de las componentes estables

Anteriormente hemos observado que al aplicar el Algoritmo 2.1 a una serie {X,,,n=1,...,T} en R™ obte-
nemos una coleccion de series

{ny,....T,,},

donde T; esta definido en (2.4).

Si X es no estacionaria, segin la naturaleza del Algoritmo 2.1, se espera que los procesos T; sean no
estacionarios hasta encontrar un indice j tal que el proceso X sea estacionario. En tal caso, todas las
series en el conjunto

seran estacionarias. Esto permite formalizar la nocion del espacio estable estimado.

Definicion 2.4 (Espacio estable estimado)

Consideremos {X,,n =1,...,T} una muestra aleatoria de una serie en R™. Consideremos la notacion del
Algoritmo 2.1y la definicion de T; en (2.4).
Sea

. {min{j | T; es una serie estacionaria}  si {T; | T; es una serie estacionaria } # @,

0 de otra forma .

Definimos el espacio estable estimado para la serie X como

g_[S. J

{0} en otro caso,

{SPAN{LDj*,lI/~*+1,...,li/m} Sij*¥+0

y su dimension la denotamos por
7 := dim 3.

Observacion 2.10

Algunas notas importantes sobre la definicion anterior son las siguientes:

1. Si # =0, entonces el Algoritmo 2.1 no pudo encontrar componentes estables, lo que sugiere un alto
grado de no estacionaridad.

2. Siel proceso X sigue una distribucion CI(1,1), entonces 7 es un estimador no paramétrico del rango
de cointegracion.

3. Si # = m, entonces hay evidencia de que el proceso subyacente X es estacionario.

Finalmente, la tarea siguiente para definir 5 es determinar el valor de j* o, equivalentemente, el valor

de 7, ya que
j*:{o si 7 =0,

m-7+1 si7>0.

40 Roberto Vasquez Martinez



Tesis de Maestria 2.3. PLS para obtener una proyeccion estable

Observamos que
Hy: >0 vs H,: 7=0,
S~—— S~——
T,, es 1(0) T, esl(1)

y la generalizacion de este esquema de prueba de hipotesis es

Hy: f=r vs H,: f<rp
—— ——
T -y €5 1(0) Ty €5 1(1)

Se puede tomar la decision de mantener la hipotesis de que T,,_,, ~1(0) o de rechazarla utilizando una
prueba KPSS (Kwiatkowski et al., 1992), como se describe en Muriel et al., 2012.

En la implementacion computacional, el valor de j* se estima directamente. Utilizando la prueba KPSS,
j* sera el primer indice j para el cual no se encuentra evidencia suficiente para rechazar la hipotesis de
que T; ~ 1(0).

Esto no excluye la posibilidad de utilizar otras pruebas de hipotesis, como la prueba de Dickey-Fuller
Aumentada, que es robusta para otros tipos de estacionaridad (Gonzalo & Lee, 2000). En este caso, el valor
de j* seria el primer valor para el cual se rechaza la hipotesis de que T; ~ I(1).

Seria mas apropiado emplear una prueba de hipotesis que evallie cuando T; rechaza la hipotesis nula de
no estacionaridad, en lugar de solo rechazar la existencia de una raiz unitaria. Esto implica una hipotesis
nula mas general. Por comodidad y debido al Supuesto 2.1, la razon de no estacionaridad considerada es el
orden de integracion.

La implementacion computacional de este trabajo usa la prueba KPSS, esto para emular la metodologia
descrita en Muriel et al., 2012.

2.3.4. Esquema predictivo

Finalmente, describiremos el esquema predictivo desarrollado para la serie X después de haber estimado
el espacio estable.

Sea 7 la dimension del espacio estable. Si # = 0, no hay nada que hacer: todas las componentes obteni-
das por el Algoritmo 2.1 son no estacionarias y no pueden ser utilizadas. Por ejemplo, la metodologia de
prediccion descrita en la Seccion 1.2 no seria aplicable en este caso.

Si # >0, renombramos los vectores que conforman la base que genera el espacio estable, tenemos asi

HS := sPaN{3,, ..., §;} cR™.
Se definen los scores estables
Si(n):=§'X, paran=1,..,Tyi=1,..,F

Por construccion, S; corresponde a una serie de tiempo estacionaria paracadai=1,...,7.
Las componentes estables §,,...,§; se construyen de manera que se maximiza la dependencia entre X,

an—l'
Por lo tanto, se puede aproximar el proceso X utilizando las componentes S, ..., S; mediante un modelo
de regresion similar al descrito en la Seccion 1.1, es decir,

X;(n)=ay;S;(n) + ay;S,(n) + -+ a;;S;(n) +e, parai=1,...,m.

con € un ruido blanco fuerte.
Para la muestra aleatoria {X,,,n =1,..., T}, consideremos

X=[X],....X;]" e RT*™,

Por otro lado, definimos
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ﬂ:: [§1,...,§f] E]Rm)(f,

y

(2.5) S:=XBeR"",
El modelo de regresion propuesto en notacion matricial es

(2.6) X=Sa+e,

con @ € R™™ y e e RT™ cuyas filas son la muestra aleatoria de un ruido blanco fuerte.

Por lo tanto, el modelo de regresion propuesto es una regresion multivariada clasica.

La estimacion del modelo de regresion (2.6) permitira reconstruir la informacion observada de la serie
X a partir de las componentes S. De esta manera, se puede evaluar cuanta informacion se pierde de X al
utilizar solo los componentes estables S, ..., S;.

Si se utilizara el Algoritmo 2.1 para obtener los componentes S, ...,S;, se esperaria que la pérdida de
informacion fuera menor en comparacion con otros métodos como el basado en PCA (Harris, 1997) o el
procedimiento de Johansen.

De esta manera, los componentes estables S, ..., S; obtenidos con el algoritmo PLS deberian poder ex-
plicar mejor la dinamica entre las variables del sistema X.

Sean:=[S,,...,S;], laserie de componentes estables con valores en R, cuya muestra aleatoria obtenida
apartirde {X,,n=1,...,T} esS.

Por construccion, i es una serie de tiempo de menor dimension compuesta por componentes estaciona-
rias. Si suponemos que 7 sigue la dinamica de un modelo VAR, podemos establecer un esquema predictivo
como el descrito en la Seccion 1.2.

Las columnas de la matriz § representan los pesos de cada una de las variables de la serie X para formar
las componentes de 7.

Se puede estimar a del modelo (2.6) obteniendo su estimador de minimos cuadrados (Ver Johnson, Wi-
chern et al., 2002, Identidad 7-26).

Resumimos los pasos a seguir para el enfoque predictivo propuesto:

Algoritmo 2.2

Iniciamos con una muestra aleatoria {X,,,n =1, ..., T} y un horizonte de prediccion h.

1. Obtenemos el espacio estable estimado 35 = sPaN{§,, ..., §;}. Se obtiene S como en (2.5).

2. Conbase en la muestra aleatoria S se obtienen predictores puntuales fj;.1, ...,y CON SUS cOrres-
pondientes intervalos de confianza, suponiendo un modelo VAR como se describe en la Seccion
1.2

Este algoritmo puede aplicarse de manera muy flexible para el ajuste y la prediccion de series de tiempo
vectoriales no estacionarias.

En la Gltima seccion de este capitulo se pondra a prueba esta metodologia en un analisis econométrico.
Esto servira para ilustrar muchas de las ideas descritas y demostrar que esta propuesta no se limita a series
temporales vectoriales con variables cointegradas.

En el capitulo final de esta tesis, se explorara la generalizacion del Algoritmo 2.1 mediante el uso de
elementos aleatorios funcionales. Se propondra un esquema similar al Algoritmo 2.2 para definir un método
predictivo en series de tiempo funcionales.
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2.4. Analisis de variables asociadas a la Inflacion en México de 2005 a
2023

Analizaremos el comportamiento de varias variables relacionadas con la inflacion en México. Estas va-
riables forman una serie de tiempo vectorial X, y estan detalladas en la Tabla 1.

Variables Descripcion

P Indice Nacional de Precios al Consumidor
u Tasa de desocupacion

BYM Billetes y monedas
E Tipo de cambio nominal
R Tasa de interés interbancaria a 28 dias
W Salarios reales

PUSA |Indice Nacional de Precios al Consumidor de Estados Unidos

Tabla 1.: Variables que conforman la serie vectorial relacionado con la inflacion en México

La informacion de cada una de las variables en la Tabla 1 abarca el periodo de febrero de 2005 a enero de
2023, con una frecuencia mensual. Esto proporciona una muestra aleatoria {X,,,n=1,...,T} donde T =216
ym=7.

Dado que la muestra aleatoria {X,,,n = 1,...,T} cumple con el Supuesto 2.1, las visualizaciones que se
presentaran a continuacion mostraran las series después de haber eliminado la tendencia lineal y los com-
ponentes estacionales correspondientes.

Por lo tanto, utilizaremos esta muestra aleatoria para estimar el espacio estable utilizando las siguientes
metodologias descritas anteriormente:

1. Johansen.
2. PLS, segiin el Algoritmo 2.1.
3. PCA.

Se utiliza la implementacion del procedimiento de Johansen mediante la funcion ca.jo de la libreria urca
en R (Pfaff, 2008). Es importante destacar que el procedimiento de Johansen estima los parametros por
maxima verosimilitud, lo que limita computacionalmente el valor de m; de hecho, la funcion ca.jo solo
puede estimar hasta m < 12.

En este caso particular, dado que m = 7, podemos implementar las tres metodologias para estimar el
espacio estable. Posteriormente, se realizaran los pronosticos segiin el Algoritmo 2.2.

El horizonte de prediccion para el cual se realizaran los pronosticos es h = 5, lo que significa que se
generaran pronosticos para los componentes S, ...,S; cinco meses hacia adelante.

Para evaluar qué tan bien se realiza la prediccion con h = 5, se estima el espacio estable utilizando la
muestra aleatoria {X,,,n =1,...,T — h}. Posteriormente, se obtienen pronosticos de S,,...,S; paran=T —
h+1,...,T. Con estos prondsticos, se pueden obtener las estimaciones X;_,,,,..., X; mediante la relacion
(2.6) y se comparan con los valores observados X;_j,.1, ..., X7-

En primer lugar, analizamos la estacionaridad de cada una de las series en la Tabla 1. Aplicando la prueba
KPSS, cuya hipotesis nula es la estacionaridad de la serie correspondiente, se obtuvieron los siguientes p-
valores para cada serie:
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Variable|p-valor
P 0.01
u 0.02
BYM 0.10
E 0.09
R 0.02
W 0.01
PUSA | 0.06

Tabla 2.: p-valores de la prueba KPSS aplicada a las muestras aleatorias de cada una de las variables en la
Tabla 1

Por lo tanto, al observar la Tabla 2, se evidencia que la muestra aleatoria X proviene de una serie de
tiempo con componentes no estacionarias. Con la excepcion de las series correspondientes a las variables
BYM (en escala logaritmica) y PUSA, utilizando un nivel de significancia de a = 0.05, las demas componentes
son no estacionarias y podrian tener un orden de integracion d = 1, el cual no necesariamente es el mismo
para todas ellas.

Precisamente, bajo ese escenario el procedimiento de Johansen no es apropiado porque no se tiene un
proceso CI(1,1), sin embargo, lo aplicamos para ver a que resultados conduce.

Método |Valor de 7

Johansen 3
PLS 5
PCA 5

Tabla 3.: Estimadores de la dimension del espacio estable estimado utilizando los distintos métodos pro-
puestos y la muestra aleatoria {X,,...,X;_;} con h =5 para la estimacion

En un sistema cointegrado, esperariamos que los estimadores de # sean iguales o al menos valores
cercanos. Los resultados de la Tabla 3 indican que la serie de tiempo subyacente a la muestra aleatoria
{X,,t =1,...,T} no es cointegrada. Ademas, esto sugiere que el procedimiento de Johansen podria estar
arrojando resultados espurios en este contexto.

Para evaluar cuanta informacion se pierde, se estima el modelo de regresion (2.6) para cada método.
Luego, se visualiza la aproximacion de X mediante las componentes establesy se reporta el error cuadratico
medio de la aproximacion en la Tabla 4. El error de estimacion se refiere al error cuadratico medio en la
aproximacion respecto a la muestra {X;,...,X;_,}. El error de prediccion se calcula comparando con las
observaciones {X;_j,.1, ..., X1}

Notamos que el procedimiento de Johansen no captura la dinamica de la serie, probablemente debido
a que los supuestos necesarios para su aplicacion no se cumplen. Ademas, la dimension del espacio esta-
ble obtenida es menor en comparacion con los otros dos métodos, lo que naturalmente reduce su poder
predictivo.

En contraste, para las aproximaciones utilizando PCA 'y PLS, los ajustes se pueden observar en la Figura 2
y la Figura 3, respectivamente. Los errores cuadraticos medios (MSE) de las aproximaciones se resumen en
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Figura 1.: Aproximacion de las series en la Tabla 1 utilizando el procedimiento de Johansen para obtener el
espacio estable. En linea solida azul, se muestra el valor observado de cada serie. En linea roja,

la aproximacion usando la regresion en (2.6).

la Tabla 4.
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Figura 2.: Aproximacion de las series en la Tabla 1 utilizando PCA para obtener el espacio estable. En linea
solida azul se muestra el valor observado de cada serie mientras que en linea roja la estimacion-
prediccion con el método correspondiente.

Podemos observar que el algoritmo PLS para obtener el espacio estable pierde menos informacion, tanto
en la estimacion como en la prediccion, en comparacion con el procedimiento de Johansen y PCA.

Es interesante notar que PCA es igual de flexible que la propuesta basada en PLS, pero no exhibe el
mismo poder predictivo. Esto sugiere que la funcion objetivo utilizada para obtener la base del espacio
estable es fundamental. Aunque los espacios estables 35 obtenidos por PLS y PCA pueden ser los mismos,
la naturaleza de la base estimada puede diferir significativamente.
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Figura 3.: Aproximacion de las series en la Tabla 1 utilizando PLS para obtener el espacio estable. En linea
solida azul se muestra el valor observado de cada serie mientras que linea roja la aproximacion
obtenida con la regresion (2.6).

Método |[MSE (estimacion)|MSE (prediccion)

Johansen 1.72 41,98
PLS 3.47 13.45
PCA 12.38 41.08

Tabla 4.: Error cuadratico medio de estimacion y de prediccion en la aproximacion. Se usa un horizonte de
prediccion h =5 meses para cada uno de los métodos.
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(a) Johansen (b) PCA (c) PLS

Figura 4.: Magnitudes de las cargas §j,...,$; para cada método. Cada entrada del vector §; representa el
peso que tiene la variable en la componente estable

Visualizamos las predicciones de las componentes S, ...,S; obtenidas mediante el algoritmo PLS. En la
Figura 5 se presenta el resultado especifico para los primeros dos scores, S; y S,.
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3033BE0L | | 3033BE0L

(a) Primer score (b) Segundo score

Figura 5.: Prediccion de las primeras dos scores estables S; y S, obtenidos con PLS. En azul, el valor obser-
vado y en rojo la prediccion. El horizonte de prediccion es h = 5 meses y el intervalo de prediccion
es del 80%

Asimismo, en la Figura 5 se presentan las predicciones puntualesy por intervalo de los scores. Se observa
que laamplitud delintervalo de prediccion no crece exponencialmente debido a la estacionaridad. Ademas,
se indica la fecha a partir de la cual se realizaron los pronosticos.

Finalmente, en la Tabla 1 se muestran las cargas de cada una de las variables que conforman las compo-
nentes S,,...,S; para cada método utilizado.

En el procedimiento de Johansen, las magnitudes de las cargas se pueden visualizar en la Figura 4a. Se
observa que las cargas estan principalmente concentradas en la serie BYM, la cual se habia identificado
como estacionaria. Este resultado sugiere que el procedimiento de Johansen puede generar componentes
estables de forma trivial cuando hay una serie estacionaria dentro del sistema. Sin embargo, estas compo-
nentes no resultan informativas, ya que no estan relacionadas con las otras variables del sistema.

En contraste, PLS y PCA proporcionan cargas mas informativas en comparacion con la opcion trivial ele-
gida por Johansen. Las cargas estimadas por PLS y PCA son bastante similares, excepto por la primera
componente, que es la mas significativa debido a su capacidad predictiva superior por disefo. La diferen-
cia entre la primera componente obtenida por PLS y PCA radica Gnicamente en el signo, lo cual condiciona
la interpretacion. Dado que la base obtenida por PLS aproxima mejor la muestra observada, consideramos
que el signo obtenido mediante PLS es el correcto.

En conclusion, el procedimiento de Johansen tiende a fallar si no se aplica cuando X ~ Cl(d, b), tipica-
mente con d =1y b = 1. Tanto PLS como PCA producen resultados bastante similares, y se podria investigar
una relacion mas formal como la del Lema 2.2 bajo hipotesis mas generales. El signo de las cargas es crucial
para la interpretacion precisa. Dado que PLS recupera mejor la informacion original, las cargas obtenidas
mediante PLS, incluyendo sus signos, deberian considerarse mas confiables.
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§ 3. Componentes estables de una serie de tiempo funcional

En este capitulo, investigaremos ideas analogas a las discutidas en capitulos previos, pero en el contexto
de series de tiempo funcionales.

En la primera parte, abordaremos el concepto de cointegracion funcional, que, al igual que en el Capitulo
2, servira como punto de partida para definir un esquema predictivo basado en componentes estables,
aplicado a una serie de tiempo funcional no estacionaria.

En la segunda parte, propondremos una generalizacion del Algoritmo 2.1 para series de tiempo funciona-
les, constituyendo uno de los resultados principales de esta tesis.

Finalmente, implementaremos un esquema predictivo similar al propuesto en el Algoritmo 2.2 para el
caso funcional y lo evaluaremos mediante un estudio de simulaciones.

3.1. Introduccion a la concepto de cointegracion funcional

El concepto de cointegracion discutido en el Capitulo 2 sirvio como punto de partida para analizar los
componentes estables de una serie de tiempo vectorial. En ese contexto, la serie de tiempo vectorial se
considera un proceso estocastico sobre un espacio vectorial de dimension finita.

Ahora, abordaremos el concepto de cointegracion en un contexto mas general: una serie de tiempo fun-
cional, es decir, una serie que toma valores en un espacio de Hilbert.

Naturalmente, se deben hacer ciertos supuestos para poder tratar con procesos en espacios de funcio-
nes. En el caso de dimension finita, los supuestos necesarios para hablar de cointegracion involucran la
definicion mismay las propiedades descritas en el Teorema 2.1.

Para el caso funcional o de dimension infinita, se espera que estos supuestos también estén compren-
didos en lo que seria una generalizacion del Teorema 2.1 para espacios de Hilbert.

Antes de discutir dicha generalizacion, describiremos algunos de los supuestos necesarios para llegar a
ese resultado, los cuales, al igual que en el caso multivariado, definiran el contexto de cointegracion.

En primer lugar, enunciaremos la nocion de un proceso I(d) para el caso funcional. Esta nocion varia de
autor a autor, la presentada en Beare et al., 2017 es la siguiente:

Definicion 31

Decimos que una serie de tiempo funcional {X,,,n € Z} es 1(0), que lo denotamos por X ~ 1(0), si es
estacionaria y con un operador de covarianza a largo término no cero.

Decimos que X tiene orden de integracion d, que lo denotamos por X ~ I(d), si X es 1(0) luego de dife-
renciar d veces.

En el Teorema 2.1 se discute el caso CI(1,1), que es muy com(n en la practica. Para realizar un analisis
similar, consideraremos en lo que resta de la seccion que X ~ I(1). Aunque, al igual que en dimension finita,
el Teorema de Representacion de Granger es mas general, también existen versiones mas amplias para el
caso funcional. Por ejemplo, un teorema de representacion para series de tiempo funcionales 1(2) (Beare
& Seo, 2020), pero esto sigue siendo un problema de investigacion actual.

Supongamos entonces X ~ I(1) bajo la Definicion 3.1. Ademas, supongamos que AX tiene la representa-
cion MA

(3. AX, =) Aile,_x) paran=0,
k=0

con {e,, n € Z} un ruido blanco fuerte en Lg{.

49



Componentes estables de una serie de tiempo funcional Tesis de Maestria

De ahora en adelante, consideramos una serie {X,,, n = 0}, es decir, con condicion inicial.

El primer supuesto es que Y%7 [[ A |l < co. Segun lo especificado en la Observacion 1.15, esto implica que
el operador A := Y77 ) A;. esta bien definido en £. El operador de covarianza a largo término del proceso
AX viene dado por

Ty :=AC.A%,

donde C, es el operador de covarianza de cualquiera de las variables del proceso ¢, que suponemos po-
sitivo definido. Ademas, se resalta con el subindice el proceso considerado para obtener el operador de
covarianza a largo término.

Hasta este momento, solo hemos formalizado la idea de que el proceso X debe ser I(1) y que AX tenga
una representacion MA bien definida.

El supuesto adicional clave a través del cual Beare et al., 2017 ofrece una definicion del concepto de
cointegracion para este caso, y generaliza las ideas del Teorema 2.1, es el siguiente.

Supuesto 31

Sea {X,,, n = 0} una serie de tiempo funcional con X ~ I(1), tal que AX tiene una representacion MA bien
definida como en (3.1), con un proceso de innovacion € y un operador de covarianza C, positivo definido.
Supongamos ademas que -
Y kllAg|l < oo.
k=0
Finalmente, definiremos el espacio de cointegracion y explicaremos por qué puede considerarse una
componente de estabilidad.

Definicion 3.2

Sea {X,,, n € Z} una serie de tiempo funcional con X ~ I(1) segiin la Definicion 3.1. Llamamos espacio de
cointegracion de X al subespacio kerT',yx. Denotamos este espacio, sobreentendiendo el proceso sub-
yacente, como 5 := kerI',y, y definimos el espacio atractor como su complemento ortogonal, es decir,
HN := (kerT o)™

Precisamente, bajo las condiciones de su existencia, los elementos del espacio de cointegracion son
componentes de estabilidad, como se indica en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1

Bajo el Supuesto 3.1, x € J pertenece a 5 si y solo si la serie {(X,,,x), n = 0} es estacionaria.
Demostracion. Ver Proposicion 3.1 de Beare et al., 2017 O

Observacion 3.1

Aunque la Proposicion 3.1 de Beare et al,, 2017 toma en cuenta la condicion inicial X, es importante
recordar que el concepto de estacionaridad, tanto en el caso de dimension finita como en el funcional,
es asintotico. Esto significa que a medida que transcurre el tiempo, la influencia de la condicion inicial
tiende a anularse.

Por lo tanto, en adelante consideraremos, sin pérdida de generalidad, X, = 0, lo cual simplifica el enun-
ciado de la proposicion anterior.

Por otro lado, consideramos una relacion de estabilidad en el siguiente sentido.

Definicion 3.3

Decimos que x € H es una relacion de estabilidad para la serie funcional X si la serie univariada
{(X,,,x),n = 0} es estacionaria. Denotamos al espacio estable como HS y a su complemento ortogonal
como HY, que llamaremos espacio de inestabilidad.

Por la Proposicion 3.1, sabemos que bajo el Supuesto 3.1, el espacio estable coincide con el espacio de
cointegracion, por lo tanto, no hay ambigiliedad.
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Sin embargo, la nocion de relacion o direccion de estabilidad es mas general, ya que no esta restringida
al Supuesto 3.1, aunque en este caso existe una forma analitica para 75 como kernel de un operador.

Por lo tanto, al igual que se discutio en el Capitulo 2, se pretende emular los Algoritmos 2.1y 2.2 para
el caso funcional, con la esperanza de que sean igual de flexibles y proporcionen un esquema atil incluso
fuera de los supuestos inherentes al concepto de cointegracion funcional.

Finalmente, mientras que la generalizacion del Teorema 2.1 se encuentra en el Teorema 4.1 de Beare et al,,
2017, para el desarrollo de este trabajo resulta mas Gtil la Descomposicion de Beveridge-Nelson, que puede
considerarse como el analogo funcional de la Proposicion 2.1.

Proposicion 3.2 (Beveridge-Nelson)

Sea {X,,, n = 0} una serie de tiempo funcional que cumple con el Supuesto 3.1. Definamos A = — Yk 4
para k = 0. Entonces la serie

s} ~
Mp = Z Ak€pis
k=0

es convergente en Lic y es una serie estacionaria. Ademas, se tiene que

i=0
De manera analoga, el esquema predictivo se basara en realizar la prediccion sobre el proceso estacio-
nario 1, que es la proyeccion de X en el espacio estable F(5.
Por otro lado, uno de los modelos utilizados en series de tiempo funcionales es el modelo autorregresivo
funcional (Ver Bosq, 2000, Capitulo 3), en el cual se pueden ilustrar los conceptos presentados hasta el
momento.

Ejemplo 3.1 (AR Funcional)

Consideremos el modelo autorregresivo funcional dado por
Xn = p(Xn—l) +€n’

donde € es un ruido blanco fuerte en Lg{.
Si p es un operador compacto, entonces se satisface el Supuesto 3.1.

Al igual que el estudio del concepto de cointegracion en el caso multivariado sirvio para introducir las
ideas de una proyeccion a un espacio estable, también ha resaltado que la nocion de este espacio estable
es mas general. En las secciones siguientes, se describiran las metodologias para estimar este espacio y se
formalizara como puede ser utilizado para la prediccion de una serie de tiempo funcional estacionaria.

3.2. Proyeccion a un espacio estable para una serie de tiempo funcional

En el caso de dimension finita, existen varios procedimientos para la estimacion del espacio de cointe-
gracion, como el procedimiento de Johansen, Box-Tiao y PCA. En contraste, en el caso funcional, generar
metodologias analogas es un tema de investigacion actual. Por ejemplo, en Seo, 20233, se generaliza el
procedimiento de Harris, 1997 bajo la idea de cointegracion funcional discutida en la seccion anterior.

El objetivo principal es estimar el espacio estable {5, que, segiin el Supuesto 3.1, equivale a estimar una
base del espacio de cointegracion.

Una vez estimada la base, es directo construir la proyeccion en los espacios correspondientes.

Observacion 3.2

Dado que HN < K es cerrado, la proyeccion PN € £ a este espacio existe y es inica. En consecuencia, la
proyeccion PS a HS también existe y es Gnica, y segin el Teorema de Proyeccion se define como

PS:=1-pPN,
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donde I es el operador identidad en L.

Para que la proyeccion en {5 sea informativa, es necesario que el grado de estacionaridad no sea tan
severo. Este concepto se formaliza en el siguiente supuesto.

Supuesto 3.2

Sea X una serie de tiempo funcional con X ~ I(1). Suponemos que
¢ :=dim H < 0.
En el contexto de cointegracion, esto equivale a
dim((kerA)*) = dimclranA* < oo,
lo que significa que A* tiene rango finito. La identidad
(kerA)* =clranA*,

se conoce como el Teorema de la Dimension Fuerte (Ver Beare et al., 2017; Conway, 2019).

En Seo, 2023a, se menciona que este supuesto es comin en la literatura reciente sobre el analisis de
series de tiempo funcionales.
El objetivo sera encontrar una base de H{" para obtener un estimador PV de P". En consecuencia, el
estimador de P’ seria
pS:=1-PN.

Aligual que en el Capitulo 2, se discutiran distintas metodologias existentes en la literatura para la esti-
macion de estas proyecciones.

En el contexto funcional, no existe un procedimiento analogo al de Johansen, pero si existe un método
basado en PCA (Seo, 2023a), el cual puede entenderse como una generalizacion del método propuesto en
Harris, 1997 para el caso funcional.

En lo sucesivo, se discutira la metodologia presentada en Seo, 2023a y se describira la propuesta presen-
tada en esta tesis, la cual generaliza el Algoritmo 2.1 para el caso funcional.

3.21. Componentes Principales Funcionales

La metodologia propuesta en Seo, 2023a para estimar las proyecciones a los espacios estables se basa
en FPCA (Analisis de Componentes Principales Funcionales).

Sea {X,,n =1,...,T} una muestra de una serie de tiempo funcional con media 0y, sin pérdida de gene-
ralidad, consideremos X, = 0.

Consideremos el operador de covarianza muestral C con kernel ¢ dado por

&(t,s)=T"1 iX,-(t)Xi(s).
i=1

Sean {4 i»j € N}y {D;,j € N} el conjunto de eigenvaloresy eigenvectores del operador C, respectivamente,
que corresponden a los scores y componentes principales estimados para el proceso X.
Bajo el Supuesto 3.2 y suponiendo que ¢ es conocido, los estimadores PV y PS son dados por

4
(3.2) Pl = Z 0; @0 Yy Plheyi=1-Ple,.

En Chang et al.,, 2016, se establece que |PN -PV|, = O,,(T‘l) bajo el Supuesto 3.1y otras restricciones
(Ver Seo, 20233, Supuesto W).
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La Seccion 3.2 de Seo, 2023a se discute un modificacion de la estimacion (3.2) obteniendo estimadores
mas eficientes, pues se remueven los parametros desconocidos en la distribucion asintotica de T (PN —PYN)
(Ver Seo, 2023a, Teorema 3.1). Este modificacion es analogo al presentado en Harris, 1997.

Sin embargo, dicha modificacion esta sujeta al Supuesto 3.1y enfocada a mejorar la estimacion de ¢.

La modificacion no esta necesariamente condicionada al uso de FPCA y se basa en la manera en que se
estima el operador de covarianza a largo plazo seglin Horvath y Kokoszka, 2012. Se podria explorar esta
modificacion en la generalizacion del Algoritmo 2.1 propuesto. Por el momento, dejaremos de lado esta
modificacion y compararemos los estimadores en (3.2) con los propuestos en la siguiente seccion.

El supuesto de conocer ¢ no es realista. Por lo tanto, también describiremos métodos para estimarlo, ya
sea utilizando FPCA o el método que presentaremos.

3.3. Minimos Cuadrados Parciales Funcionales

Como se discutio en el Capitulo 1, en el caso multivariado, varios estudios han desarrollado las propie-
dades teoricas del Algoritmo PLS aplicado a modelos de regresion, donde tanto la variable respuesta como
la explicativa se encuentran en un espacio de dimension finita.

En el contexto funcional, también se han explorado trabajos que intentan generalizar el Algoritmo PLS
cuando algunas de las variables, ya sea la respuesta o la explicativa, toman valores en un espacio de Hilbert.
Dos perspectivas destacadas en esta linea de investigacion son:

1. La perspectiva presentada en Preday Schiltz, 2011 reduce el Algoritmo PLS a un problema de eigenva-
lores utilizando los operadores de Escoufier (Escoufier, 1970). Se trata de un enfoque para problemas
de regresion donde tanto la variable respuesta como la explicativa son funcionales, lo cual represen-
ta una alternativa plausible. Este enfoque se aplica, por ejemplo, en Preda et al., 2007 para resolver
el problema de discriminante lineal.

2. Un enfoque detalladamente descrito se encuentra en Delaigle y Hall, 2012. Aqui se presentan dos al-
ternativas: una que construye componentes ortogonales y otra con mejores propiedades asintoticas.
Este enfoque se aplica especialmente cuando la variable respuesta es escalar.

La alternativa en Delaigle y Hall, 2012 es mucho mas completa; sin embargo, no se puede aplicar di-
rectamente para generalizar el Algoritmo 2.1, ya que en nuestro caso tanto las variables respuesta y las
explicativas son funcionales.

Por otro lado, el problema de eigenvalores descrito en Preda y Schiltz, 2011, a través de los operadores
de Escoufier, no parece ser una generalizacion directa del problema de eigenvalores en el Lema 2.1.

Por lo tanto, propondremos una generalizacion del Lema 2.1y, por ende, del Algoritmo 2.1, basada en los
operadores de covarianza cruzada.

Para realizar la generalizacion del algoritmo PLS, utilizaremos como base los resultados presentados en
la Seccion 1.1, enfocandonos en particular en la Proposicion 1.2 y el Lema 2.1.

Sean Yy X dos elementos aleatorios en L;Y yL2? o respectivamente, ambos con media cero. Los espacios
de Hilbert Hy y Hy, donde toman valores Y y X, respectivamente, no necesariamente son el mismo.

Asi como en la Seccion 1.1, se entiende a Y como la variable respuesta que se busca explicar mediante la
variable explicativa X.

El problema de optimizacion en la Proposicion 1.2 en el caso funcional es:

(3.3) (wy,c;) = argmax Cov((X,d),(Y,e))*> con|d|=|e| =1.
deHy,eeHy

Desarrollando la funcion objetivo del problema de optimizacion se tiene que

Cov((X,d),(Y,e))* =E[(X,d)XY,e)]?
=E[((X,d)Y,e)]?
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= (e, Cx,y(d)>2

Ahora, consideremos d € H fijo. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

(e,Cxy(d))* < (e,e)- (Cxy(d),Cxy(d)),

y la igualdad se alcanza cuando e  Cy y(d), luego, llegamos a un resultado analogo al Lema 2.1.

Lema 3.1

Sea X y Y elementos aleatorios en L§{. Considerando el problema de optimizacion (3.3), se cumple que
¢ ox Cyy(wy),
y por tanto, (3.3) se puede simplificar a:

w, = argmax(d,Cy x o Cx y(d)) sujetoa ||d| = 1.
deXHy

Observacion 3.3

El Lema 2.1 esta descrito en términos de los estimadores muestrales de la matriz de covarianzas, mientras
que el Lema 3.1 utiliza los operadores de covarianza teoricos. Sin embargo, el Lema 3.1 es general y también
es valido cuando Hy y J(y son de dimension finita. Por lo tanto, se puede obtener una version del Lema
2.1 en términos de las matrices de covarianza teoricas.
Observamos que el Lema 3.1 corresponde a la generalizacion de la primera iteracion de PLS, pero utili-
zando los operadores de covarianza teodricos. Asi, dadas las muestras {Y;,...,Y,} vy {X;, ..., X,,}, sea

n
(3.4) Cry=n"') X;®Y,
i=1
el operador de covarianza muestral. Se define de forma analoga Cy .
Para definir el primer paso de minimos cuadrados funcionales, basta sustituir los operadores de cova-
rianza teoricos en el Lema 3.1 por sus versiones muestrales.
Posteriormente, se obtienen los estimadores ), y ¢; a partir del Lema 3.1.

3.31. Informacion residual

Para reiniciar el algoritmo, se debe trabajar con la informacion residual que no contiene las direcciones
estimadas 1, y ¢;. Esto implica generalizar al caso funcional el Gltimo paso del Algoritmo 1.2.

Ademas, dado que solo tenemos una variable respuesta, podemos proceder como en el Caso Simple de
la Seccion 1.1.

Para el caso de dimension finita, vimos que la informacion residual correspondiente a la variable expli-
cativa es

i, ] XX
X—X|I,————|.

W XX,
Consideramos entonces que cada observacion se actualiza como

Xi‘_pwlxi paral=1,,l’l,

con P, definida en la Seccion 2.3.2.
El analogo de la proyeccion Pwl para el caso funcional seria

(f,Cx(y))

(3.5) Py fi=f-————""u paratodo f e Hy,
' <W1,CX(W1)> ' X
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donde Cy es el operador de covarianza muestral de X.
Por otro lado, definimos los scores

Ty;:=(X;,w) parai=1,...,n.

La informacion residual asociada a la variable Y, se obtiene como en la Seccion 1.1.1, se realiza la regresion
entre las muestras aleatorias {Y;,...,Y,} y los scores {T},, ..., T}, }. Los residuales de esa regresion seria la
informacion residual para Y. Para ver como realizar esa regresion se puede ver el Capitulo 13 de Ramsay y
Silverman, 2005.

Por lo tanto, una propuesta de minimos cuadrados parciales funcionales (FPLS por sus siglas en inglés)
es la siguiente

Algoritmo 3.1 (Algoritmo FPLS)

Inicialmente se tienen muestras aleatorias {Yl(”, . Y,il)} y {Xl(l), ,X,(,l)} de variables en Lﬁfy y L§{X. Ade-
mas, se tiene un nimero p fijo de componentes que se quiere calcular.
Parai=1,...,p

1. Se obtiene i¥; resolviendo el problema de optimizacion en el Lema 3.1 utilizando los operadores
Cxy Y Cyx-

2. Actualizamos la muestra aleatoria asociada a X

X].(Hl) - Pwin(i) paraj=1,...,n.

3. Se obtienen los scores T;; = <X].(i),w,.>. Obtenemos {Yl(i+1),...,Y,§i+1)} como los residuales de la
regresion entre {Yl(i), ...,Y,fi)} yi{T,.... T;p}

4. Se consideran estas nuevas muestras aleatorias para Xy Yy se hacei —i+1.

El Algoritmo FPLS es una de las contribuciones innovadoras de este trabajo. Este método se puede usar
para sintetizar la informacion en nuevas variables escalares dentro de un modelo de regresion funcional,
simplificando asi la complejidad del problema. Cabe destacar que, en principio, la variable respuesta y la
variable explicativa toman valores en espacios distintos.

De manera similar a como se hace en el caso multivariado, esta metodologia se adaptara para ser aplicada
en series de tiempo funcionales.

3.4. FPLS para obtener una proyeccion estable

3.4.1. Descripcion de la metodologia

Sea {X,,n=1,...,T}una muestra de una serie de tiempo funcional con media 0y condicion inicial X, = 0.
De manera similar a (2.2), partimos esta muestra de funciones aleatorias como

(3.6) Y={Xp... X0} Vv X={X;_,...X}

En el esquema de regresion inherente al algoritmo PLS, Y representa la variable X, y X la variable en la
serie con un lag anterior, es decir, X,,_;.

Utilizando la notacion de la seccion anterior, observamos que en este caso Hy = H,.. Denotemos por H
al espacio de Hilbert comun.

En el Algoritmo 2.1, al igual que en cada iteracion del Algoritmo FPLS, se requiere actualizar la muestra
aleatoria completa {X;, ..., X, }. Ademas, la extension del Algoritmo 2.1 al caso funcional se describe como
sigue.
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Algoritmo 3.2 (Algoritmo FPLS para series de tiempo funcionales)

Comenzamos con una muestra aleatoria X,(,l), n=1,...,Tdeunaserie de tiempo funcional con valores en

Lgf. Sea p un nimero fijo de componentes a calcular.
Sean Xy Y como en (3.6).
Parai=1,...,p

1. Se obtiene i; como en el Lema 3.1 a partir de las muestras aleatorias Xy Y.

2. Se actualiza la muestra aleatoria de la serie como
x D PwiX,(f) paran=1,...,T,
con pw,- definido en (3.5).

3. Se forman Xy Y como en (3.6) con la muestra aleatoria obtenida en el paso 2, y luego hacemos
i—i+1.
Observacion 3.4

Un resultado que puede investigarse es el analogo del Lema 2.2. Si consideramos que iy es asintotica-
mente equivalente al primer componente principal de la serie X, entonces

Py f=f—(u,f)i, paratodafeH,

donde Pwl es la proyeccion sobre span{i, }*. Por lo tanto, el Algoritmo 3.2 es asintoticamente equivalente
al algoritmo que utiliza FPCA, descrito en la Seccion 3.2.1.

Durante la ejecucion del Algoritmo 3.2, se reduce simultaneamente la varianza del proceso utilizando las
componentes 1; que poseen capacidad predictiva. Segiin Seo, 20233, las primeras direcciones i; pueden
resultar en proyecciones no estacionarias, es decir, las series de scores

T;(n):= <X,(f), 11/,-> paran=1,...,T,

pueden ser no estacionarias.
Esta observacion, similar a la discutida en la Seccion 2.3.3, permitira estimar una base para 7" y conse-
cuentemente estimar ¢, bajo el Supuesto 3.2.

3.4.2. Estimacion de la proyeccion estable
Tanto en el método descrito en la Seccion 3.2.1 como en el Algoritmo 3.2, es necesario identificar el valor

de ¢.
Aligual que en la Seccion 2.3.3, se utilizaran los scores

T;(n) = <X,(f), zi/,-> paran=1,...,T,

para cada i; obtenido mediante el Algoritmo 3.2 o el i-ésimo componente principal si se utiliza FPCA.

Esperamos que para todo i < ¢, la muestra T; corresponda a una serie de tiempo no estacionaria, lo que
motiva la siguiente definicion.

Definicién 3.4 (Espacio Inestable estimado)

Sea {X,,n=1,...,T} una muestra de una serie de tiempo funcional con valores en Lg{.
Sea

) {méx{i | T; es no estacionaria} si T} es no estacionaria,

0 de otra forma.
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Definimos el espacio inestable estimado por

N SPAN{WDy, ..., Wy} si@#0,
{0} en otro caso.

Por lo tanto, se itera el Algoritmo 3.2 o se obtienen componentes principales hasta que se obtenga por
primera vez una serie de scores estacionaria; esta serie deberia ser la serie T,;.
Si utilizamos el Algoritmo 3.2 para definir a base {ily, ..., W}, los estimadores de PNy PS son:

¢
AN LN pS  ._7_ PN
Pgpsi=) @iy y Pgygi=1-Ppys.
j=1

Si se utiliza FPCA, los estimadores se denotan como en (3.2), sustituyendo ¢ por su estimador ¢.

Para evaluar la estacionaridad de T}, se puede emplear una prueba KPSS. Si esta prueba es rechazada,
existe evidencia de que T; no es estacionario. Por lo tanto, el estimador ¢ se obtiene cuando por primera
vez se rechaza la hipotesis nula de que T, es una serie estacionaria.

Por supuesto, se puede utilizar otra prueba de hipotesis para determinar la base del espacio inestable, y
esta condicionara los resultados. Asi, la metodologia empleada puede denominarse en funcion del método
utilizado para obtener las componentes ; (FPLS o FPCA) y la prueba de hipotesis utilizada para determinar
la base del espacio inestable estimado (KPSS, ADF, etc.).

Asi, el esquema de hipotesis sobre el valor de ¢, que a su vez determina la base de ", es:

Hy: ¢=¢y Vs Hy: @>¢, .
——

N———
T py+1 €5 1(0) Tpo+1 €5 1(1)

Observamos que para definir la base del espacio inestable se puede analizar la estacionaridad de {quoXn, n=
1,...,T} para cada ¢, donde Pgo es la proyeccion sobre span{i, ...,w%}l. Por lo tanto, se establece un
esquema de prueba de hipotesis como sigue:

H,: ® = vs Hp: P>y
N et N et
P X es estacionaria P X no es estacionaria

Se poderia utilizar, por ejemplo, la prueba descrita en Horvath et al., 2014 para analizar la estacionaridad
de {Py X,,n=1,...,T}.

La implementacion computacional de este trabajo considerd al menos las pruebas KPSS y ADF para los
scores, asi como la prueba descrita en Horvath et al., 2014. Posteriormente, se analizara cual de estas prue-
bas tiene un mejor desempeno respecto al esquema de simulaciones propuesto.

3.5. Implementacion Computacional

El objetivo de esta seccion es detallar la implementacion computacional del Algoritmo 3.2. En primer
lugar, es necesario considerar algunos aspectos teoricos que simplifiquen principalmente el problema de
optimizacion en el Algoritmo 3.2.

3.5.1. Aspectos tedricos

En la practica, cominmente se considera que el espacio de Hilbert donde toman valores las variables es
JH = L?[0,1]. En adelante, al mencionar J{ nos referiremos a este espacio de Hilbert especifico.
En primer lugar, debemos implementar el problema de optimizacion

(3.7) w, = argmax(d, Cy yx o CX,Y(d))2 con |d| =1,
deXy
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como se describe en el Lema 3.1.
Consideremos para el resto de la seccion

\P = CY,X o CX,Y'

donde, como en el Algoritmo 3.2, X y Y son variables en Lg{. Con estas consideraciones, se enuncia la
siguiente proposicion.

Proposicion 3.3

El operador ¥ es simétrico, positivo y de Hilbert-Schmidt.

Demostracion. En primer lugar, veamos que W es simétrico.
Notamos, por propiedades del operador de covarianza cruzada, que

v = (CY,X ° CX,Y)*
= (CX,Y)* ° (CY,X)*
=CyxoCxy
=Y.

Asi, ¥ es simétrico o auto adjunto. Ahora veamos que es positivo, para ello basta recordar nuevamente
que C;X = Cx y, entonces, para todo f €

(£ ¥f)=(Cxyf Cxyf) =0,

por propiedades del producto interior, luego, ¥ es positivo.

Finalmente, notamos que Cy y (y Cy x) es son operadores nucleares (Ver Bosg, 2000, Identidad 1.62), en
particular, son de Hilbert-Schmidth. Debido a que el conjunto de operadores de Hilbert-Schmidt S es un
ideal (Ver Dummit & Foote, 2004, pp. 242) se tiene que W € 8, que es lo que queriamos probar. O

Por lo tanto, segiin el Teorema 1.4, el problema de optimizacion (3.7) se reduce a encontrar la eigenfuncion
asociada al eigenvalor mas grande del operador . En el caso del Algoritmo 3.2, se utiliza la version muestral

A

\P = CY,X o CX,Y'

En el Analisis de Datos Funcionales, no se suele estimar directamente, por ejemplo, éx,y como en (3.4);
en cambio, si es posible, se demuestra que es un operador integral y lo que se estima es su kernel. Este es
el caso, por ejemplo, para el operador de covarianza, como se ejemplifica en la Proposicion 1.9.

Proposicion 3.4

El operador V¥ := Cy x o Cy y es un operador integral con Rernel ¢ dado por

1
w(s,t) :=[ c(u,t)c(u,s)du,
0

donde c es la funcion de covarianza entre Y y X.

Demostracion. Notamos que

W(x)(t) = Cy x o Cxy(x)(1)
=E[(Cx y(x), Y)X,].

Para w € Q fijo se tiene que

(Cry )Y @))= [ ' Cor (1) (W)Y, () du.

58 Roberto Vasquez Martinez



Tesis de Maestria 3.5. Implementacion Computacional

YO0 = [ EIXY, Gy ()@
Sea c(u, t) :=E[Y, X,] entonces
1
()0 = [ el )Cxy(x))du
Usando el Teorema de Fubini, tenemos
Cx y(x)(u) =E[{x,X)Y,]
- f f ' X(5)X, (@)Y, (0)dsdP(w)
QJo
=f1]E[XSYu]x(s)ds
0

= [1 c(u,s)x(s)ds.
0

Por lo tanto -
‘P(x)(t)zf f c(u,t)c(u,s)x(s)dsdu.
0 JO
Definimos
1
(3.8) w(s,t)::f c(u,t)c(u,s)du.
0

Nuevamente, por el Teorema de Fubini, tenemos que

(3.9) W(x)(1) = fo " (s, Dx(s)ds,

que es lo que queriamos probar. O

Este resultado es muy importante para simplificar los calculos en los estimadores muestrales, que se
definen en la siguiente seccion.

3.5.2. Estimadores muestrales

Las ecuaciones (3.8) y (3.9) representan las expresiones tedricas del operador ¥ y su kernel w. A partir
de estas expresiones, se construyen los estimadores muestrales. Nos enfocaremos en la implementacion
para series de tiempo funcionales.

En el contexto del Algoritmo 3.2, Y representa la variable X,, y X corresponde a la variable X,,_,. Es decir,
para la muestra aleatoria {X,,,n =1, ..., T} de la serie de tiempo funcional, el estimador ¢ de la funcion de
covarianza que aparece en la Proposicion 3.4 es

T
e(u,v)=(T-1)" Y. X;(w)X;_, (v).
i=2

En teoria, todo elemento f € H puede expresarse en términos de una base ortonormal numerable (ver
Lang, 2012, pp. 102), siempre y cuando HH sea separable.
Asi, para una base ortonormal numerable {B,,, n € IN} del espacio de Hilbert J{, se tiene:

f = 'Zi<f’Bj>Bj
]:

En la practica, como se menciond anteriormente, se tiene que H = L?[0,1], y las bases cominmente
utilizadas son la base de Fourier o bases de B-Splines (De Boor, 1986).
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Computacionalmente, dada la base {B,,, n € IN}, se necesita truncar la expresion en serie. Esto, por su-
puesto, induce una pérdida de informacion. Sin embargo, esta aproximacion esta justificada, ya que:

lim (f,B,) = 0.

Consideremos un m suficientemente grande de manera que truncamos la serie hasta tener m sumandos.
Sea {By, ..., B,,} los elementos basicos correspondientes, que acomodaremos en un vector columna:

B(t) = [By(t), ..., B, (1)]".

Asi,
X,(t)=c!B(t) parate0,1lyn=1,...,T,

donde ¢, € R representa los coeficientes respecto a la base {B, ..., B,,} de la funcion X, paran=1,...,T.
De hecho, (¢,); = (X,,,By) para k =1,...,m.
Respecto a ese sistema de base, el estimador muestral ¢ es

(3.10) ¢(u,v)=(T-1)7"B(u) CrClp_ B(v),

donde
Cor=[¢,....cr] eR™TD vy €y =1c,...,¢p_q] e R™TD,

Observacion 3.5

La igualdad en (3.10) en realidad es una aproximacion debido al truncamiento de la base. En lo sucesivo,
se escribiran siempre igualdades, aunque debe tenerse en mente que son, en realidad, aproximaciones.

En este notacion, el estimador muestral { viene dado por

1
u}(s,t):f &(u, 0)e(u, s)du
0
=(T- 1)‘2fOl(B(u)TCZ;TC{:T_IB(t))-(B(u)TCZ:TC{T_lB(s))du.

1
=(T-1)7? -B(t)TchT_lcng-U B(w)B(u)" du|-Cpr €l B(s).
0
Observamos que podemos expresar a x € H en términos de la base B de la siguiente manera:
x(s) = ¢;B(s),

donde el subindice indica que los coeficientes dependen del funcional x.
Asi

N 1
W(x)(r) = f (s, )x(s)ds

=(T-17° ‘j(;lB(t)Tcl:T—lcg;T : (folB(u)B(u)Tdu ‘C2:TC{:T—1B(5)B(S)TdeS~

SeaB= fol B(s)B(s)"ds que es una matriz simétrica de m x m. De hecho, B = I,,,, con I,,, la matrizidentidad
de m x m, pues la base que estamos considerando es ortonormal.
Por lo tanto,
P(x)()=(T-1)%-B(6)" - Crp_1 CorCorClp_; - €y

Sea
Ay = Cpp 1 CrCorCip_ ER™,

por lo que
W(x)(t) = (T -1)2B(t)"Ayc,.
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Si v es eigenvector de Ay entonces
Agv=271-v,

para algiin A € R*, ya que Ay es positiva y simétrica.
Sea v(t) =v!'B(t) para todo ¢ € [0,1]. Considerando lo anterior se tiene

Y()(1)=(T-1)2B(1)" (A-v)
= (T -1)"2-Au(s).

Concluimos que v es aproximadamente una eigenfuncion del operador .

Observacion 3.6

Resolver el problema de eigenvalores para ¥ es aproximadamente equivalente a resolver el problema
de eigenvalores para Ay.

En el contexto del algoritmo FPLS, si ¢, es el coeficiente asociado al valor propio mas grande de Ay, la
eigenfuncion correspondiente, i, que resuelve el problema de optimizacion en el Lema 3.1, es

wy (1) = cLTDIB(t) para t € [0,1],

con |lc;, | = 1, lo que implica que [ || = 1.

Esta simplificacion del problema de optimizacion hace que la implementacion computacional sea muy
similar a la del caso multivariado. En particular, el Algoritmo 3.2 se reduce a aplicar el algoritmo PLS sobre
los coeficientes del proceso, respecto a una base ortonormal truncada de .

3.5.3. Informacion residual

Aqui detallaremos como se puede aproximar la proyeccion Pwl, definida en (3.5), para actualizar el pro-
ceso {X,,n=1,..., T}

La idea es utilizar la base truncada {B,...,B,,} para realizar todos los calculos, de manera que todo se
reduzca al caso multivariado, como se describio en la seccion anterior.

Observamos que

(X, ) = <c£B,cng>
3 3 ((eaiB). (< )By)
1=1j=

if(cn)i(cwl)j<3i,3j>.

Jj=1

Como {By,...,B,,} es una base ortonormal entonces <B,—,Bj> =6;; donde §;; es la delta de Kronecker, por
lo que
<Xn, lf)1> = CECwl.

De hecho, acabamos de demostrar que, para aproximar el producto interior de dos elementos funciona-
les, es suficiente con calcular el producto interior entre los coeficientes asociados a la base truncada.
Aplicando el mismo razonamiento se tiene que

(Xn, Cx( 1471)> = C£C1:TC{:TCLD1 )

(LDI, éx(wl)> = Cz,‘:jl CIITC{:TCWI’
Por lo tanto, la informacion residual en el Algoritmo 3.2, en términos de la base truncada de B, es

C.7Clr€a, €
=c'1, - # B(t).
Cwlcl:Tcl;Tcwl
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Esta es la proyeccion que se realizara en cada paso del Algoritmo 3.2 para obtener la informacion residual.
Hemos reducido todos los calculos de cada uno de los pasos principales del Algoritmo 3.2 a operaciones
matriciales, tomando como referencia la base {B,, ..., B,,} < J{.

3.5.4. Proyeccion al espacio estable

Con las direcciones calculadas y, ..., W, procederemos a definir la proyeccion al espacio Hy de ten-
dencias comunes y, por consiguiente, al espacio estable J{s.

El supuesto ¢ := dim Hy < co es muy importante, pues nos permite obtener la estimacion de PV, que
denotaremos por PV, sin truncamiento. El estimador PV viene dado por:

A

PYX, (1) = Y (X, )
i=1

~
Il

XA O]

g

~
1l

por lo que la estimacion de la proyeccion al espacio estable, P5, es
PSX (1) = X, (1)~ PVX, (1)

=c'B(1) - f(cicmi) ¢, B(1)
i=1

@
=cl- (Im -y cwicfbi) -B(1).
i=1
De nueva cuenta, en notacion matricial se tiene
. )
PSX(1) =€l (1, — Y €a,€ |- B(2),
i=1 !

donde
X(t) = [X,(1),....X,()]".

Asi, la matriz de coeficientes con respecto a la base {B,,...,B,,} de la proyeccion estable de la serie
funcional es

4
(Im - Z thczl;t) ° CIZT‘
i=1

Consideremos la matriz de coeficientes anterior, dado que es el formato requerido por la libreria fda
(Ramsay, 2023). Las columnas de la matriz representan los coeficientes, asociados a una base determinada,
de cada observacion.

3.6. Esquema de prediccion

En el caso multivariado, se pudieron calcular todos los componentes iy, ..., 1,,, y algunos de ellos co-
rrespondian a una base para el espacio estable JH. Los scores T; asociados a las componentes estables
representan la informacion conjunta de las variables de la serie de tiempo, actuando como un indicador.
Estos scores permiten interpretar, en funcion de las cargas, el efecto de cada variable.

Sin embargo, en el caso funcional, bajo el Supuesto 3.2, el espacio estable {5 es de dimension infinita.
Ademas, al estimar PS5, ya sea mediante FPCA o FPLS, en ninglin momento estimamos las eigenfunciones
asociadas a 5.

En cambio, se estima la proyeccion

n,:=PSX, paran=1,2,...,T.
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Podemos realizar una regresion analoga a la propuesta en la Seccion 2.3.4 para validar cuanta informacion
se perdio con la proyeccion al espacio estable.

Eso es simplemente un proceso de validacion y exploracion que permite visualizar el grado de confianza
en la proyeccion al espacio estable estimada.

La forma propuesta para realizar esta validacion es a través de un esquema de regresion funcional. Se
aplicara el modelo de concurrencia descrito en la Seccion 14.1 de Ramsay y Silverman, 2005.

Este modelo en resumen supone una relacion de la forma

X (8) = alt)n, (1) +e,(1),

donde {¢,,,n =1,2,...,T} es una muestra de un ruido blanco fuerte en Lgf.

Para realizar el modelo de regresion anterior se utiliza la funcion fRegress de la libreria fda (Ramsay, 2023).
En el caso funcional, al momento de proporcionar una base para la aproximacion mediante su truncamiento,
es necesario penalizar la regresion para obtener un coeficiente a suave. Esto se hace como se describe en
el Capitulo 5 de Ramsay et al., 2009. Para cada una de las proyecciones, ya sea con FPLS o FPCA, se utiliza
el mismo parametro de suavizamiento para garantizar una comparacion justa.

Ademas, se pueden generar pronosticos con un error controlado del proceso 7, el cual proviene por
construccion de una serie de tiempo funcional estacionaria. La metodologia para este caso esta presentada
en Aue et al., 2015. Este paso podria considerarse analogo al uso del modelo VAR para predecir el proceso
de scores estables.

En general, cuando se utiliza FPCA, es relevante la interpretacion proporcionada por las eigenfunciones
que concentran la mayor varianza y sus scores asociados. Podemos realizar un analisis similar con las
primeras componentes estables obtenidas por FPLS, ya que ademas de concentrar la variabilidad explicada
y su estabilidad, tienen capacidad predictiva.

De esta manera, se define un esquema predictivo asociado a la proyeccion al espacio estable estimado
(Algoritmo 2.2).
Algoritmo 3.3

Iniciamos con una muestra aleatoria {X,,,n =1, ..., T} y un horizonte de prediccion h.
1. Obtenemos el estimador PS de la proyeccion al espacio estable %, lo cual se expresa como

n, :=P5X,.

2. Obtenemos predicciones fj.q, ..., fir,., Usando la metodologia de Aue et al., 2015.

Elajuste realizado al proceso iy sus predicciones se pueden considerar como los pronosticos del proceso
X en el espacio estable 3.

Tras realizar la prediccion de la proyeccion estacionaria, se pueden generar componentes estables con

sus scores correspondientes. Asi, mediante el Algoritmo 3.2, se pueden obtener eigenfunciones §,,...,§
con sus correspondientes scores

p

S;(n):=(m,,$;) paran=1,...,T,

que podemos interpretar, ya que concentran informacion predictiva de la parte estable de la serie de tiempo
funcional original.

Concluimos que se puede realizar un analisis sobre la parte estable de X, que es 7, para obtener infor-
macion sobre el proceso original.
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3.7. Resultadosy Conclusiones

3.71. Simulaciones

Utilizando las proyecciones teodricas al espacio estable y a su complemento ortogonal, definimos

zN:=pPNAX,, Z5:=PSn, paran=0,

Z,:=2ZN+275 paran=0.
En el caso de cointegracion, n esta definido en la Descomposicion de Beveridge-Nelson.

Observacion 3.7
Bajo el Supuesto 3.1, la Descomposicion de Beveridge-Nelson implica que

Z$=pPSX, paran=0.
Esto refuerza la idea de que se puede entender a n como la proyeccion de X al espacio F°.
Los procesos ZV y Z5 nos permitiran simular el proceso X para un valor de ¢ dado. Los detalles sobre

como se implementara esto se presentan en la siguiente seccion.
Utilizaremos el esquema de simulacion descrito en detalle en Seo, 2023b. Recordemos que ¢ = dim H™.

Consideremos {B;, j € IN} una base de Fourier en H = L?[0,1].

Como se discute en Seo, 2023b, para valores de ¢ muy grandes, la precision en la estimacion de las
proyecciones disminuye. Por esta razon, al igual que en Seo, 2023b, consideraremos ¢ = 2,3,4,5.

Asi, se construyen los procesos ZV y Z5 de la siguiente forma:

7] 10
zy =) ;B Z,_)B +PNe, 'y Z;= Zﬁj(B.s,Zn_l)BjS+Psen paran=1,...,T,
j=1 j=1

donde

{BJN,j =1,...,¢}<{B,,...,Bs} (muestreo sin reemplazo)

{B].S,j =1,...,10}c{B,,...,B;g} (muestreo sin reemplazo).

Observacion 3.8

Se considera que Z, = 0, para evitar lidiar con el problema del efecto de la condicion inicial. De otra
forma, para cada simulacion se deberia ignorar una cantidad considerable de las primeras iteraciones.
Esta idea también se aplica al caso multivariado.

El ruido blanco € se construye como
80 .
€, = 0;,(0.95)7'B,,
j=1

donde {6; ,,} es una realizacion de una familia de variables aleatorias normales estandar independientes
en jy n. No obstante, también se puede considerar una distribucion distinta, por ejemplo, una ¢-Student,
para evaluar el efecto de las metodologias sobre errores con colas pesadas.

Construimos X a partir de Z notando que

n n
X, =Y PNAX; +P°X, + PVX, = Y ZN + Z; + P X,
j=1 j=1

Simulamos {a;,j =1,...,0}y {B;,j =1,...,10} como

@ ~ U[—0.5,0.5] y ﬁj ~ u[ﬁmin'ﬁmax]r
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donde U(a, b) representa la distribucion uniforme en el intervalo [a, b].

Los coeficientes f tienen la interpretacion de ser el grado de persistencia de la no estacionaridad de la
serie Z5. Como la estacionaridad es un concepto asintdtico, valores mas pequefos de § indican que la serie
alcanza la estacionaridad mas rapidamente.

La persistencia tiene un efecto en las pruebas de hipotesis para identificar el espacio estable, se analizan
los siguientes casos:

1. Baja persistencia: [Bmin» Bmax) = [0,0.5]
2. Alta persistencia: [Buin, Bmax] = [0.5,0.7]

Se utilizan todos estos elementos para calcular los valores de X, en 200 puntos equidistantes en [0, 1].
Luego, se suaviza X,, mediante una regresion penalizada, tal como se describe en el Capitulo 5 de Ramsay
et al.,, 2009.

Para visualizar una serie temporal funcional, se utiliza una representacion tridimensional. Por ejemplo,
el eje de las ordenadas representa el valor de n. El eje de las abscisas corresponde al dominio de las
funciones, que en este caso es [0, 1]. El eje Z, por su parte, representa la imagen de X,,.

Visualizamos los resultados de simular series de longitud T = 250. En las Figuras 6 y 7 se muestran los re-
sultados para ¢ = 3,4, 5, considerando baja o alta persistencia. Se puede observar que con alta persistencia

(a) (b) (c)

Figura 6.: Diferentes simulaciones del proceso X considerando en todas ellas un esquema de baja persis-
tencia. En (a), se tiene ¢ = 3; en (b), ¢ = 4; y en (), el espacio estable es tal que ¢ =5.

el retorno a la media es mas lento que con baja persistencia.
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Figura 7.: Diferentes simulaciones del proceso X considerando en todas ellas un esquema de alta persis-
tencia. En (a), se tiene ¢ = 3; en (b), ¢ = 4;y en (c), el espacio estable es tal que ¢ =5.

3.7.2. Resultados

A continuacion, describiremos la simulacion que ilustrara la metodologia de validacion y prediccion.

Simularemos una serie con condicion inicial X, = 0y longitud T = 100. El ruido seguira una distribucion
t-Student con 3 grados de libertad. La serie simulada tendra ¢ = 4.

Para esta ilustracion, utilizaremos un esquema de alta persistencia. La simulacion especifica para ejem-
plificar la metodologia se muestra en la Figura 8.

Figura 8.: Simulacion de una serie de tiempo funcional con longitud T =100y ¢ = 4.

Validaremos el grado de pérdida de informacion de la serie de tiempo funcional después de aplicar el
Algoritmo 3.3, utilizando tanto FPLS como FPCA. Ademas, emplearemos la prueba ADF para identificar los
componentes basicos de H", que empiricamente mostrod ser la mas efectiva para estimar ¢. En ambas
metodologias se obtuvo ¢ = 4.

Utilizaremos un horizonte de prediccion h = 5, es decir, estimaremos la proyeccion estable con {X,,,n =
1,...,T — h}. Luego, calcularemos 7, ...,my_;, y los prondsticos 1y_j,41, ...,y mediante el método descrito
en Aue et al,, 2015.

Conf{n,,n=1,..., T-h}y{X,,n=1,...,T—h} se ajusta el modelo de concurrencia. Mediante este modelo
se estiman valores para la serie. Los resultados se presentan en las Figuras 10a 'y 10b. La razon de considerar
el horizonte de prediccion es visualizar en qué medida se recupera informacion que inicialmente no se
utilizo para la estimacion de la proyeccion estable.
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(a) valores observados (b) FPCA (c) FPLS

Figura 9.: Valores recuperados mediante el modelo de concurrencia con las predicciones ny_j,1,-.-,Nr Y
h =5.

(a) FPCA (b) FPLS

Figura 10.: Se presentan los resultados del modelo de concurrencia al utilizar FPLS y FPCA para obtener la
proyeccion PS.

En la Figura 9, se observa como se recuperaron las Gltimas & funciones. Se nota que los valores observa-
dos X;_j,41, ..., Xy S€ recuperan mejor con la proyeccion estimada por FPLS que por FPCA. Esto proporciona
una mayor fiabilidad a los scores y eigenfunciones estimadas por FPLS.

Visualmente notamos que FPLS recupera mejor la forma de la superficie de la serie de tiempo funcional
simulada. Ademas, calculamos las eigenfunciones §; y los scores asociados S; de 7. Estas primeras eigen-
funciones son componentes estables representativas de la serie original.

En la Figura 11, observamos que la primera componente es muy similar en ambos métodos, pero hay
diferencias en la segunda y tercera componente.

Estas diferencias son mas evidentes al observar los scores correspondientes a las componentes. Podemos
comparar los valores de S; y S, en cada método. Cada uno de los scores corresponde a series de tiempo
univariadas. En la Figura 12, se observa que el primer score para cada método parece tener principalmente
diferencias en el signo, lo cual es relevante para su interpretacion, como se discutio en la Seccion 2.4. En
contraste, el segundo score muestra diferencias mas sustanciales entre los métodos.

Por lo tanto, podemos inferir informacion valiosa sobre la serie de tiempo original a través de la dina-
mica de sus scores estables, que podemos predecir como se describe en la Seccion 2.4, ya sea mediante
un modelo VAR o individualmente. Esto Gltimo es factible debido a la ortogonalidad de las componentes

Roberto Vasquez Martinez 67



Componentes estables de una serie de tiempo funcional Tesis de Maestria

(a) FPCA (b) FPLS

Figura 11.: Se muestran las primeras tres componentes §; de n para cada método. La primera componente
se representa con linea solida negra, la segunda con linea roja y la tercera con linea verde.
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(a) FPCA (b) FPLS

Figura 12.: Se muestra la grafica de los scores S; y S, para cada método, visualizados como series de tiempo.

estimadas.
Debido a que FPLS recupera mejor la informacion que FPCA, tanto en la estimacion como en la prediccion
fuera de muestra, los scores asociados a FPLS ofrecen informacion mas fiable. La dinamica de estos scores

resulta Gtil para entender el comportamiento futuro de la serie de tiempo funcional.
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3.8. Conclusionesy Trabajo Futuro

La metodologia de minimos cuadrados parciales (PLS), tanto en su formulacion de dimension finita como
en su version de dimension infinita (caso funcional), representa una alternativa flexible y de facil implemen-
tacion para sintetizar informacion en scores estacionarios que contengan la mayor cantidad de informacion
posible. Esto aborda de manera efectiva el problema comdn de no estacionaridad y alta dimensionalidad
en el analisis de series de tiempo.

En este trabajo de tesis, se presenta una contribucion significativa mediante la generalizacion del algo-
ritmo PLS para el caso funcional. En un contexto de regresion, esta generalizacion permite relacionar dos
elementos aleatorios funcionales, ofreciendo una perspectiva tnica que difiere de las propuestas presen-
tadas en Delaigle y Hall, 2012 o Preda y Saporta, 2005. Se ha adaptado esta generalizacion para su aplicacion
en series de tiempo funcionales, de manera similar a su aplicacion en el caso multivariado.

En el caso analizado, se aborda la ausencia de tendencia deterministica, mientras que se discute como
manejar esta situacion en el contexto multivariado. Sin embargo, en el caso funcional, la estimacion de tales
tendencias es un area de investigacion actual. Un trabajo relevante en este sentido es Martinez-Hernandez
y Genton, 2021. Como posible direccion futura, se propone explorar el uso del algoritmo FPLS para abordar
automaticamente las tendencias deterministicas, y también considerar una version modificada similar a la
propuesta en Seo, 2023a.

Ademas, se destaca la conexion tanto en el caso funcional como en el de dimension finita con el concepto
de cointegracion. Para futuras investigaciones, se plantea la necesidad de formalizar la nocion de espacio
estable introducida, con el fin de definir estadisticamente la proyeccion estimada y obtener resultados
de consistencia, como el Teorema 3.1 de Seo, 2023a. Se espera que este concepto a formalizar sea mas
general que la nocion de cointegracion, aunque en el contexto funcional, esta iltima sigue siendo un area
de investigacion en evolucion.

En esa misma linea de investigacion, seria interesante explorar la posibilidad de demostrar un resultado
analogo al Lema 2.2 para el caso funcional, en el contexto de cointegracion funcional descrito en el Supuesto
3.0,

Ademas, dado que en cada iteracion, tanto el algoritmo PLS como el FPLS buscan direcciones que maxi-
micen la covarianza, en realidad estan buscando funcionales lineales que maximicen la dependencia lineal
entre las variables. En este sentido, seria viable adaptar la funcion objetivo a optimizar, ya sea en (2.3) o
(3.3), dependiendo de si se trata del caso multivariado o funcional, para maximizar otro tipo de dependen-
cias. Esta dependencia podria ser modelada utilizando la Teoria de Copulas (Czado, 2019; Nelsen, 2006), lo
que permitiria identificar componentes que capturen otro tipo de dependencia en la serie y que, al mis-
mo tiempo, sean estacionarias. Esta perspectiva representa una linea de investigacion futura que podria
enriquecer significativamente la metodologia propuesta.

El objetivo principal de este trabajo es enfatizar la importancia de proponer metodologias flexibles y
no paramétricas que aborden eficazmente el desafio de la no estacionaridad en series de tiempo. De este
modo, se pretende analizar los fendmenos subyacentes integrando el rigor matematico con los aspectos
fundamentales de la modelacion y la implementacion computacional. Ademas, se lleva a cabo un estudio
original del algoritmo PLS, con la aspiracion de consolidarlo como un método de referencia junto a sus
similares PCA y CCA.

Roberto Vasquez Martinez 69






§ A. Apéndice del Capitulo 1

Prueba Proposicion 1.1.

1. Supongamos que i < j. Notamos que

Definamos Z, =1, — el Recursivamente, llegamos a que

TTT

V] = Zj—l "'Zl-Vi.

Ahora, notamos que

. T,T
Z\N;w; = In_ﬁ I;=T,-T; =0,

lo que implica que

V;w; =0 paraj>i.
Por otro lado, por el Algoritmo 1.2, sabemos que

~ T

Por lo tanto,

LD]TAo<uTVw—O

asi que ijw,- =0 para todo j > i, lo que implica que {1, ..., 1,,} son mutuamente ortogonales.

2. De manera analoga, sea j > i. En este caso, notamos que

wj w.T v.T_ Vi,
V.=V._, | — .
Ul vy
Consid Z, =1 — DV b forma,
onsideremos Z,. = m T BNy e esta forma, llegamos a que
VjZV,-Zi-"Zj_l
Observamos que
~ A~ Tyl
w,w; V. V.
TIV.7. = A.TVTV.(I —#) =wIViv. - wIviv. = 0.
1 11 1 1 12 m wlTvz"vlwl 13 1 1 13 1 1

Esto implica que TiTVj =0,y asuvez

T/ T, =T{V;; =0 paraj> i,

por lo que {1, ..., T,,} son mutuamente ortogonales. O

Al
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Prueba Proposicion 1.2. Sabemos por el Algoritmo 1.1 que ¢; es un eigenvector asociado al eigenvalor mas
grande 1 >0 de R} V,V'R;.
Usando la equivalencia de los algoritmos 1.2 y 1.1, tenemos:

(A1) w; = k-VIR;¢&;,

para alguna constante k. De hecho, como | i;|| = ||;]| = 1, entonces:

1=k* &/RIV,VIR;¢;
=k*Ael¢g
= k%2,
luego, k = Az,
Multiplicando por RTV; a (A1) y usando que ¢&; es eigenvector, tenemos:
éi = A_%R?Vilili,

y sustituyendo en (A1), llegamos a que:

LDi = A_1VleR{Vl LDi,

por lo que i; es un eigenvector asociado al valor mas grande de VIR;R7V,, ya que el espectro de VI R;R} V;
y de R]V,VIR; es el mismo.

Finalmente, consideremos la descomposicion en valores singulares de la matriz de covarianza muestral
VIR; (Ver Giraud, 2021, Teorema C.1):

r
]:

con r =rkVIR;, A, = --- = 1, > 0 los eigenvalores de VIR,R'V; (y de RIV,VIR)), y {f;, ..., f.} (resp. {g}, ..., 8,})
los eigenvectores asociados de V: R;R]},V; (resp. R} ,V;V'R;).
Por lotanto, A =A,, w; =f, y ¢; = 8.
Finalmente, notamos que:
Cov(V;d,R;e)*  (d"VIR;e)*.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

Cov(V;d,R;e)? < (RTV,;d,RN"d) - (e, e) = (R'V,d,R,V" ),

pues |le| =1y donde {:,-) representa el producto interior en el espacio euclideano correspondiente.
Por lo tanto, si d es fijo, el maximo anterior se alcanza cuando e R,-Vfd.
Asi, considerando e R,-Vl.Td, entonces:

Cov(V;d,R;e)* < d"VIR;RIV,d.

El valor maximo de la identidad anterior se alcanza para d = i0;, lo que implica e = ¢;, lo que se queria
probar. O
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Prueba Teorema 2.1. Consideremos la siguiente notacion:
A= BB,
Q_l = [A’ﬁj_]’
p-1
[(2):=1,- Y T;z'.
i=1
Con ello, definimos:
B*(z):=Q[l'(2)A(1-2) - az,T(2)B.],

B(z) := Q7 'B*(2)Q.

En primer lugar, si definimos:

1
P(z):= P ,
(1-2)A]
notamos que:
0
(B) Piz)=|" Q.
0 Im—r

Observamos que:

C(z) = Q7 'B*(2)P(2).
Por la propiedad multiplicativa del determinante, tenemos que:

detC(z) =detQ!-detB*(z)-detP(z).

Por la ecuacion (B.1), se tiene que el factor detP(z) es el que comprende las m — r raices unitarias de
detC(z), por lo que:

(B.2) detB*(z) 0 para |z|<1.

Ahora, definimos:

Z,=Q7'P(L)X,,.

Observamos que:

Z,=AB"X, + B, ATAX,,.

Notamos que A, = g, (81 8,)™". Luego, si Py es la matriz de proyeccion a Col 8 (resp. Py, la proyeccion a
Col 8,), entonces:
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Py=Ap" y Py =P A,

y asi:

(B.3) Z,=PgX, +Ps AX,,.
Ademas, se tiene que:

B(L)Z, = C(L)X, = €,

y observamos que:

B(O) = [Ar ﬁJ_]Q = Im!

luego B(z) tiene la forma:

P
B(z)=1,-) Bz
i=1

Como comentario adicional, de esto se sigue que Z es un modelo VAR(p) estable.
Ademas, de (B.2), se sigue que Z es invertible (Ver Brockwell & Davis, 1991, Definicion 3.1.4). Luego, si:

0(z):=B(z)™' = iszj,
=0

entonces:

(B.4) Z,=0(L)e,.
Sera (til parametrizar 8(z) como:

0(z) =0(1) + (1-2)0*(2),

con 0*(z) := ]?":’0 Hj*zf. Comparando coeficientes de ambas expresiones, se puede deducir que:

0F =0, -0(1),
6f=- > 6, para i=1.

j=i+1

Con esta parametrizacion, obtenemos que:

Z,=0(1)e, +0*(L)Ae,.

Por otro lado, por (B.3), se tiene Py Z, = Py AX,,. Luego:

n
X, =Xo+ Y AX;,
l;l
=Xo+ Y. (PpAX; + Py AX;),
l;l .
=Xo+ ) Ps Zi+) PsAX;.
i=1 i=1

Sustituyendo la parametrizacion de la descomposicion MA de Z, tenemos:
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n
Xn :XO +pﬁXn +Pﬁl6(l) Zei +PﬁL8*(L)(€n —60) _PﬁXO'
i=1

Sea:
XO* =Xy — PﬁX0 - PﬁLB*(L)eO.
Asi,
n
(B.5) X, = XO* +Pﬁl (0(1) Z e,-) +P,BJ_9*(L)€n +PﬁX,,.
i=1

Para la parte estacionaria, de (B.3) y (B.4), se sigue que:

PyX, = PyZ, = (Ps0(L)) e,

Luego, si definimos:
é-n = Pﬁie*(L)en +PﬁXn’

entonces el proceso & es estacionario con representacion MA:

&n = (Pp, 07 (L) + PO(L)) e,
Precisamente, definimos:

§*(2) := Pg, 0% (2) + Ps0(2),

luego ¢, =5 (L)e,.

Para la parte de caminatas aleatorias o tendencias, notamos:

P, 0(1)=Ps Q7'B*(1)7'Q,

=Pg, [A’ﬁj_][_a’r(l)ﬁj_]_l'
En Lutkepohl, 2005, se nota que:

(') a’ (T()F - 1,,)

(alT()p,) " al

Haciendo todas las cuentas y considerando esta identidad, llegamos a que:

[~a,T(1)p,]™" =

Concluimos de (B.5) que:

n
X,=Xy+5 D €, +5 (L)e,,
i=1

que es lo que queriamos probar. O

Prueba Proposicion 2:1. Para demostrar (2.1), basta con observar la identidad (B.5). Definimos ,, := Ps 6*(L)e,,
que sabemos es un proceso estacionario, y tenemos la expresion:

n
X, =X{ +Ps, (9(1) Zei) +PpX, + Ny
i=1

que es precisamente (2.1).

El proceso Z que aparece en la Proposicion 2.1 se define en la prueba del Teorema 2.1, y la identidad (B.3)
es la descomposicion presentada en la proposicion. La representacion MA es la obtenida en la identidad
(B.4). O
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Prueba Lema 2.2. SeanXyY como en(2.2),y consideremos los estimadores de las covarianzas asintoticas:

T
Sy =T 'X'Y=T7'Y X, ,X],
i=2

T
Sio:=T V' X=T"Y X;x],.
i=2

Por el Lema 2.1, se tiene que ), y ¢, resuelven los problemas de eigenvalores:

So1S10t = Ay,

S1080161 = A&y,

donde S, = SOT1 y A corresponde al valor singular mas grande de S,.
Consideremos las normalizaciones:

S10:= Sor-
Por hipotesis, sabemos que X cumple las condiciones del Teorema de Representacion de Granger, por lo
que
X, =N,+n,+XJ,

con N ~I(1),n ~1(0) y XJ una constante.
Como buscamos un resultado asintético, podemos suponer sin perder generalidad que X = 0.
De lo anterior, tenemos que

(T T T T
(B.6) S =T"2 ZNi—lNiT + ZNi—ﬁ?,-T + Zﬂi—lNiT + Z 77i—177iT .
i=2 i=2 i=2 i=2

Por el Teorema 2.1, se tiene que

o0 n
N, =8 Ble,=Y.Fr€si ¥ N,=F ) €
i=0 i=1

Asi, por el Teorema B.13 de Johansen, 1995, se cumple, primero, que
1 L T 1 T T -
Ty N = § [ Wiaw)T 5+ LS
i=2 i=1

donde = representa convergencia débil de procesos y W es un movimiento browniano m-dimensional
(Ver Karatzas & Shreve, 2014, Definicion 5.1).

Para este término, utilizando el Teorema de Slutsky y recordando que la convergencia débil es equivalente
a la convergencia en probabilidad cuando el limite es una constante, tenemos que

_3 T T P _3 L T
T72 ) Nian —0 o T 2) Niynj =o0p(1).
i=2 i=2

Por otro lado, ya que 7 es un proceso estacionario con representacion MA bien definida, se tiene que

-1 L T P
T Zni—lni —>rn(1)’
i=2

por lo que nuevamente se concluye
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T
T Y miam; = op(1).

i=2
Ahora, notamos que

L T
ZTh_lNi

i=2

T
)

1
T
)171 1 TE€i- 1nl 1+€nl 1) 'ST

IIMH

~
[\

g

Il
||M~]

i

T T T T
LZE ;- 1) 'ST‘}'(Zei—ln?—l) '3T+(Z€mf_1) -5
i=2 i=2

Utilizando nuevamente el Teorema B.13 de Johansen, 1995, concluimos que los tres sumandos del lado
derecho de la identidad anterior multiplicados por T~2 también son variables op(1), es decir,

i

1
1 MH

T2 i N{ = op(1).

™=

i=2

De todo lo anterior y (B.6), concluimos que
_3 I T
i=2

De forma analoga, podemos probar que

T
Sio=T"2 Y. N;NT, +0p(1).

i=1

Finalmente, observamos que

T
%Z ZN, NT+T72 gZeNT

i=2 i=1

Otra vez, por el Teorema B.13 de Johansen, 1995, se sigue que
3 r T
T72-F ) €N/ = 0,(1).
i=1
De esta forma, se tiene que

801:S+0p(1) y 810:S+Op(1)
Por lo tanto, i, es asintdticamente un eigenvector de la matriz S?. Al ser S una matriz simétrica, si tiene
descomposicion espectral,
S=UDU",
con U matriz unitaria de eigenvectores, entonces
S*=UD*U".

Por lo tanto, los eigenvectores de S? son también los de S. Asi, i, es asintoticamente el eigenvector
asociado al eigenvalor mas grande de S, que es lo que queriamos probar. O
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