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Uvod

K tejto praci som bol motivovany dlhoroénym problémom — vrcholovym farbenim grafov. Podnietil
ma tiez prispevok Vrcholové farbenie n-rozmernej kocky od autorov D. S. Kim, D-Z. Du a P. M. Pardalos.

Nekonecnd Sestuholnikova sief je $pecidlnym grafom: je 3-reguldrna, planarna a navyse jej hrany nie
st ohodnotené. V stcasnosti je viacero problémov, ktoré st transformovatelné a rieSitelné v tedrii grafov
préave na takejto Sestuholnfkovej sieti. Specidlnym pripadom je prave vzdialenostné farbenie, vyuzitelné
napr. v chémii pre priestorové umiestnenie Castic, vo vypoctovej technike, kde hra doélezitt tlohu pri
rieSeni stability procesorov, ¢i v komunikac¢nej oblasti pri budovani réznych sieti.

Nech x7 je miniméalny pocet farieb, ktorymi sa nekonecna Sestuholnikova sief d4 ofarbit tak, aby
kazdé dva vrcholy so vzdialenostou nanajvy$ d mali réznu farbu. V praci odvodim presné hodnoty pre
X7, ak d je neparne ¢&islo a dolné a horné ohranicenia pre x7, ak d je parne ¢islo.



1. Uvodné definicie

Nekonecnd Sestuholnikovd siet’(NéS) je stuvisly graf s vrcholmi vy, vg, ..., v,, ..., ktoré st pravidelne
rozloZené v rovine tak, Ze vytvaraja pravidelné Sestuholniky so stranami dlzky 1. KaZzdy vrchol mé préave
troch susedov, teda aj tri incidentné hrany s dlzkou 1 (pozri obr. 1).

Okom siete nazveme kazdii kruznicu na Siestich vrcholoch.

Pre Tubovolnt dvojicu vrcholov v;, v; definujme ich grafovt vzdialenost dist(v;, v;) nasledovne:
a) dist(v;,v;) =0, ak 1 =4,
b) inak dist(v;,v;) sa rovnd po¢tu hran na najkratSej v;v;-ceste.

Ak d je TubovoIné kladné celé ¢islo, potom minimélny pocet farieb, potrebnych na ofarbenie vrcholov
NSS tak, aby Iubovolné dva rozne vrcholy s grafovou vzdialenostou nanajvys d boli ofarbené réznou
farbou, nazveme distancné chromatické cislo a oznacime ho x7.

Vezmime Tubovolné oko siete, jeho vrcholy oznacéme vi,vs, ..., vs. Definujme okruhy vrcholov in-
dukciou nasledovne:

1° Vrcholy vy, vs, ..., vg lezia na okruhu 1.

2° Nech vrcholy vy, vs, ..., v, st prave tie, ktoré lezia na okruhoch 1,2,..., m. Potom pre kazdé i > n
plati: Vrchol v; leZi na okruhu m + 1 prave vtedy, ked existuje j < n také, ze dist(v;,v;) < 2 (pozri
obr. 2).

Vsimnime si, Ze kazdy vrchol na m-tom okruhu ,,prinesie“ do (m + 1)-vého okruhu 1 vrchol, navyse
st tam po 2 vrcholy v kazdom ,rohu® okruhu. Teda ak na m-tom okruhu lezi O,, vrcholov, tak na
(m + 1)-vom okruhu lezi O, + 12 vrcholov. Na prvom okruhu leZi 6 vrcholov, teda na druhom 18, na
tretorm 30 ... Vo v8eobecnosti na m-tom okruhu leZi 6(2m — 1) vrcholov.

Uvazujme vsetky vrcholy, ktoré lezia na okruhoch 1,2,... k. KaZzdy z nich je grafovo vzdialeny
od prvého okruhu (od najbliz§ieho vrchola, ktory lezi na prvom okruhu) nanajvys 2(k — 1). Na prvom
okruhu je najvacsia mozna vzdialenost dvoch vrcholov 3, teda fubovolné dva z uvazovanych vrcholov st
od seba vzdialené nanajvys 2-2(k— 1)+ 3 =4k — 1.

Pocet vrcholov leziacich na prvych k okruhoch je

k k k
_ k(k+1) 2
Y 6@Em-1)=123 m—-6> 1=12 S — Ok = 6k
m=1 m=1 m=1
2. Hlavné vysledky
Veta 1. Ak d =4k — 1,k € Z, k> 1, tak y7 = g(d+1)2.
Dékaz:
UvaZujme pre d = 4k — 1 v8etky vrcholy, ktoré leZia na okruhoch 1,2,... k. TLubovolné dva z
uvazovanych vrcholov st vzdialené nanajvy$ 4k — 1 = d. Teda vSetky musia byt ofarbené rdéznymi

farbami. Ich pocet je

d+1\? 3 5
k% = — ] =—=(d+1)".
6 6<4> Y+

Tolko farieb naozaj staci. PopiSem postup, ako ofarbovat vrcholy.

Zadefinujme si pre Gicely tohto ddkazu nasledovné. Majme dané oko siete — stred. Utvar zloZeny
7 prvych k okruhov okolo stredu nazveme blok vrcholov. Ofarbenim bloku budeme rozumietf ofarbenie
vSetkych vrcholov bloku réznymi farbami, ktorych je presne % (d+ 1)2.
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Uvazujme Tubovolné oko siete ako stred bloku a ofarbme tento blok. N&jdime teraz 6 novych
stredov okolo tohto bloku. Novy stred vznikne posunutim pévodného (teda jeho vrcholov) v smere
niektorej hrany NSS (tych smerov je 6) presne o hranovil vzdialenost 4k. Ofarbme teraz tychto 6 blokov
rovnakym spdsobom ako pévodny blok. Takyto postup mézme pouZit na kazdy z tychto novych blokov,
potom opit, atd (pozri obr. 3).

Je zrejmé, 7e takto ,ukladané bloky sa neprekryvaja a 7e pokryja vietky vrcholy NSS. Ak vezmeme
Tubovolné dva vrcholy ofarbené rovnakou farbou, musia byt v réznych blokoch. Ich vzdialenost je ale
aspon 4k, teda ofarbenie je tiez v poriadku. O

Veta 2. Akd:4k—|—1,keZ,k21,takXE:%(d—|—1)2—|—

N | —

Dékaz:

UvaZujme pre d = 4k + 1 v8etky vrcholy, ktoré leZia na okruhoch 1,2,... k. TLubovolné dva z
uvazovanych vrcholov st vzdialené nanajvys 4k — 1. Ak teraz k uvazovanym vrcholom pridame este tie,
ktoré st od nich vzdialené prave 1, tak Tubovolné dva vrcholy st vzdialené nanajvys 4k + 1 = d. Teda
vietky musia byt ofarbené réznymi farbami. Spo&itajme teraz ich poéet. Na prvych k okruhoch le#i 6%2
vrcholov. Na (k + 1)-vom okruhu lez{ 6(2k + 1) = 12k 4+ 6 vrcholov. Po odpoditani Siestich rohovych
vrcholov je prave kazdy druhy vo vzdialenosti 1 od vrcholov na k-tom okruhu. Teda pocet posledne
pridanych vrcholov je 6k. Takze mame

X326k2+6k:6k(k+1):6<d_—1> (Cl;—1+1> :ﬁ(d—1)(d+3):%(d+1)2—

[\NRJY]
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Vsimnime si ale teraz zvys$né vrcholy na (k 4+ 1)-vomn okruhu. Je ich 6k + 6. Konkrétne zamerajme
pozornost na k + 1 z nich, ktoré tvoria jednu ,hranu® celého titvaru (pozri obr. 4). Ich vzédjomné grafova
vzdialenost je nanajvys 2k (susedné si totiz vidy vzdialené prave 2), teda musia byt ofarbené réznymi
farbami. NavySe ak by sme chceli pouZit len doteraz pouZivané farby, tak kaZdy z nich moZze mat len
farbu jedného z vrcholov na protilahlej hrane ttvaru. Tych je tam ale len k, takZe podla Dirichletovho
principu potrebujeme aspoi jednu novt farbu. Rovnako, ak sa zameriame na &k + 1 vrcholov na susedne]
hrane Otvaru, tiez potrebuja aspofi jednu nova farbu. Preto pocet nutne potrebnych farieb je

§(d+1)2_§+2:

1
d+1)% + =
8 2 (d+1)7+3

co| w

Tolko farieb naozaj staci. PopiSem postup, ako ofarbovat vrcholy.

Zadefinujme si pre Gcely tohto dokazu nasledovné. Majme dané oko siete — stred. Blokom vrcholov
teraz nazveme ttvar zloZeny z prvych k okruhov okolo stredu, z vrcholov (k + 1)-vého okruhu, ktorych
vzdialenost od vrcholov na k-tom okruhu je prave 1 a z dvoch vrcholov v dvoch susednych rohoch (k+1)-
vého okruhu (pozri obr. 5). Ofarbenim bloku budeme rozumiet ofarbenie vietkych vrcholov bloku réznymi
farbami, ktorych ich presne % (d+ 1)2 + %

Uvazujme fubovolné oko siete ako stred bloku a ofarbme tento blok. N4jdime teraz 6 novych stredov
okolo tohto bloku. Novy stred vznikne posunutim pévodného (teda jeho vrcholov) v smere niektorej hrany
NSS (tych smerov je 6) presne o hranovll vzdialenost 4k + 2. Ofarbme teraz tychto 6 blokov rovnakym
sposobom ako povodny blok. Takyto postup mdZme pouZit na kaidy z tychto novych blokov, potom
opat, atd (pozri obr. 5).

Je zrejmé, 7e takto ,ukladané bloky sa neprekryvaja a 7e pokryja vietky vrcholy NSS. Ak vezmeme
Tubovolné dva vrcholy ofarbené rovnakou farbou, musia byt v réznych blokoch. Ich vzdialenost je ale
aspon 4k + 2, teda ofarbenie je tiez v poriadku. O

Lema 1. Nech vy je Tubovolny vrchol NSS, nech i € Z,i > 1. Oznacme V; = {u; dist(v, vo) = i}.
Potom |V;| = 3.



Dokaz:
Matematickou indukciou dokdZeme, 7e |V;| = 3¢ (pozri obr. 6).

1° V1 obsahuje prave susedov vrchola vy, a ti st traja. V5 obsahuje 6 vrcholov, ktoré si susedné
vrcholom z V7 a rbzne od vg.

2° Nech j € Z,j > 3. Predpokladajme, ze pre kazdé 1 = 1,2, ..., j plati |V;| = 3i. Pozrime sa na V,11.
Do V;41 patria prave vSetci susedia vrcholov patriacich do V; taki, ktorf nepatria do V;_1. Totiz ak
by niektory vrchol v € V; mal suseda z Vj,l < j — 2, tak by musel v € V41, ale to je spor. Podobne
ak by niektory vrchol z V; mal suseda v € V},{ > j + 2, tak by musel v € V41, ¢o je opaf spor.

Kazdy z vrcholov patriacich do V; ma 3 susedov, mame teda 3-3j = 95 moZnych vrcholov. Uvedomme
si, ze ku kazdému vrcholu v, € V; existuj vrcholy vy, v, € V; také, Ze dist(vy, vy) = dist(ve, v;) = 2.
TakZe prave |V;| vrcholov sme zapoéitali dvakrat, méme teda 95 — 3j = 67 moZnych vrcholov. V
nich st ale eSte tie, ktoré patria do V;_1, a tych je 37 — 3. Ostalo ndm kone¢ne 65— (35 —3) =37+3

vrcholov, ktoré patria do V1. O
3 3 5 1
Veta 3. Ak d=2k k€ Z k> 2, tak gd(d—l—Q)—l—Q <x3 < g(d—I—Q) + 5
Dékaz:
Najprv dokdzeme dolné ohrani¢enie. Nech k € Z, k > 2. Vezmime Tubovolny vrchol NSS, oznatme
ho vy a oznadme V; pre i = 1,2,...,k ako v Leme 1 (obr. 6). Uvazujme teraz vietky vrcholy patriace
k
k(k+1
do V1, Vo, ..., Vg, je ich 231' = 3% = %d(d + 2). Grafova vzdialenost kazdého z nich od vg je
i=1

) d . 1w . . .
nanajvys k = 1 z ¢oho vyplyva, ze grafova vzdialenost kazdej dvojice vrcholov je nanajvys d — teda
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véetky musia maf réznu farbu. NavySe aj vrchol vy musi mat dal$iu farbu, teda gd (d+2)+1 < xg

Tento Gtvar pre Gcely tohto ddkazu volajme blok.

Pozrime sa teraz na mnozinu Vi 41. Ak vezmeme vq € Viq1 a va € Vi_1, tak vidime, Ze dist(v1, va2) <
2k, teda tieto vrcholy nemdZu mat rovnaki farbu. Pre spor predpokladajme, Ze ndm doterajie ohrani-
enie pre Y7 postacuje.

Teda vrcholy z mnoziny Vi41 md7u maf len takG farbu, ako maja vrcholy z V4. No takych farieb
je len |V;| = 3k, ale potrebujeme ofarbit |Vi41| = 3k + 3 vrcholov. Zjavne nemdze existovat farba
takd, ze by ofarbovala az 3 vrcholy z Viy1. Musi totiz ofarbovat aj niektory z vrcholov z bloku, ale ten
by nebol dostatocne vzdialeny od vsetkych troch. Teda podla Dirichletovho principu musia existovat
asponi 3 farby také, 7e kazda z nich ofarbuje dvojicu vrcholov z V41 a jeden vrchol z bloku. Dokonca
podla vyssieuvedeného ten treti vrchol musi byt z Vi,. SkGsme teda najst tak( trojicu vrcholov, ktor
mozme ofarbit rovnakou farbou. Ak by sme spomedzi vrcholov vo Vi, vybrali iny ako rohovy vrchol, tak
z mnoziny V41 s vo vzdialenosti (prave) 2k + 1 len vrcholy susedné s vrcholmi na protilahlej hrane
nasho bloku (pozri obr. 7). Tie s v8ak od seba vzdialené urcite menej ako 2k + 1, teda nemozu byt
ofarbené rovnakou farbou. 7 mnoziny Vj teda mdzme vziat jedine roh bloku. K nemu uZ jednoznacne
existuje dvojica vrcholov z V41 tak, 7e je vzdialend viac ako 2k. Mame teda trojicu vrcholov, ofarbent
jednou farbou (farbou vrchola z V;). MéZme néjst eSte jednu takd trojicu, ktortt podobne ofarbime
druhou farbou. Ale pre tretiu farbu takl trojicu nendjdeme, preto na ofarbenie vSetkych vrcholov z
Vi+1 budeme potrebovaf este aspofi jednu farbu.

Teda %d(d—l—?) +2<x3

Teraz dokdzeme horné ohranicenie. 7 predchadzajicich dvoch viet vieme, 7e pre k € Z, k > 2 plat{

3

N | —

. |

N | —

. 3
Uvedomme si, Ze plati x5z < X371 Preto pre d = 2k plati x7 < 3 (d+ 2)2 +
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3. Niekolko konkrétnych pripadov

Pripad 1. x7 = 2.

Dékaz:

Ak si vezmeme lubovolny vrchol vy, tak jeho susedia vy, vs, v3 musia byt ofarben{ inou farbou ako
vy, potrebujeme teda aspon dve farby. Ale tie aj stacia, pretoze NSS neobsahuje neparne kruznice, teda
vrcholy vy, ve, v3 mdzme ofarbif rovnakou farbou (pozri obr. 8). O

Pripad 2. x5 =4.

Dékaz:

Ak si vezmeme Tubovolny vrchol vg a jeho susedov vy, vs, v3, tak vSetky vrcholy st od seba vzdialené
nanajvys 2, teda potrebujeme aspon 4 farby. A tie ndm aj stacia, ako vidno z obr. 9. O

Pripad 3. x7 = 11.

Dékaz:
Podla Vety 3 potrebujeme aspofi 11 farieb. A 11 farieb nam stac{, ako vidno z obr. 10. O

Pripad 4. xz = 20.

Dékaz:
Podla Vety 3 potrebujeme aspofi 20 farieb. A 20 farieb nam stac{, ako vidno z obr. 11. O

Pripad 5. xg > 33,

Dékaz:

PresktiSanim vSetkych moznosti ofarbenia grafu so 120 vrcholmi sa da zistit, ze 32 farieb nestadi. O



ZAver

Ako vidief z Vety 3, ohranicenie pre distanc¢né chromatické ¢islo pre parne vzdialenosti nie je kone¢né
a malo by sa dat zlep§it z oboch stran. Pre praktické pouZitie je eSte vhodné riesit distancné farbenie
vrcholov tak, aby boli r6zne ofarbené vrcholy prave vo vzdialenosti d.

Ulohu je mo#né a uZzitoéné vyriesit aj vo viacrozmernom priestore, dalej pre ohodnotené sestuholni-
kové siete, pre konecné siete, Specidlne Gtvary a pod.



