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Uvod

Ofarbovacie problémy st zdkladnymi tilohami v tedrii grafov. Specidlne v posled-
nych rokoch vznikli viaceré nové sposoby ofarbovania, najmi ofarbovania vrcholov,
ktoré roznymi smermi upravuju zakladntt podmienku vrcholového ofarbovania, ktora
znie, ze susedné vrcholy musia byt ofarbené réznymi farbami. V tejto diplomovej praci

st rozoberané dve takéto ofarbovania: d-distanéné ofarbovanie a L(K)-ofarbovanie.

Obe ofarbovania boli inSpirované praktickymi problémami z radiovej a telekomu-
nikac¢nej oblasti. Ak totiz chceme pokryt uréité tizemie radiovym alebo telefénnym
signalom pomocou niekolkych zdkladriovych stanic (vysielacov), vzniké interferencia
(vzédjomné rusenie signalu). Aby sme tejto interferencii predisli, mézeme priradit rov-
naké (resp. blizke) vysielacie frekvencie len takym zékladniovym staniciam, ktoré si od
seba dostatoc¢ne vzdialené. Intenzita signalu je totiz nepriamo tmerna vzdialenosti od
vysielac¢a. Tymto problémom sa prvy krat zacalo zaoberat na prelome sedemdesiatych

a osemdesiatych rokov 20. storoc¢ia, kedy vyslo niekolko ¢lankov na tdato tému (napr.
[3], [13], [2], [8]).

Ulohu, minimalne kolko vysielacich frekvencii za uvedenych podmienok potre-
bujeme, rieSime pomocou d-distan¢ného ofarbovania. Ak budeme navyse vyzadovat,
aby frekvencie velmi blizkych vysielaGov boli dostatoéne odlisné a frekvencie blizkych
vysielacov boli odlisné, ide o L(2, 1)-ofarbovanie (pozri [1], [7], [12]), ktoré je $pecidlnym
pripadom L(K)-ofarbovania. Opiit, zaujima nés, najmenej kolko vysielacich frekvencii

potrebujeme za tychto podmienok.

So vznikom mobilnych telefénnych sieti (najmd GSM) sa vynoril problém, ako efek-
tivne rozmiestnit zédkladnové stanice na danom tzemi tak, aby spolo¢ne pokryvali celé
Uzemie a ¢o najmenej sa prekryvali. V idedlnom pripade pokryva jeden vysiela¢ kruhové
tzemie (v skuto¢nosti moze byt tento itvar rozne zdeformovany reliéfom tizemia) a da sa
ukézaft, Ze najlepsie je aproximovat tieto kruhy Sestuholnikmi, ktorymi sa da vydldzdit
rovina. Tato problematika sa nazyva bunkovy koncept a bola predostretd zaciatkom
osemdesiatych rokov minulého storoé¢ia ([10], [4]). Problém priradenia frekvencii je teda

v tomto pripade ekvivalentny ofarbovaniu stien Sestuholnikovej siete.

V tejto diplomovej praci sa zaoberam podobnym problémom, ktory moze mat
zmysel pri mierne odli$nych predpokladoch — ofarbovanim vrcholov Sestuholnikovej
siete. AZ na niekolko tvrdeni (v 7. kapitole), pri ktorych je to explicitne uvedené, s tu

predostreté povodné vety a myslienky.



CAST PRVA:

v L4 V] », ° °
Nekoneéna sestuholnikova siet



1. Oznacdenia a zakladné vlastnosti

V tomto texte budeme mnozinu prirodzenych ¢éisel oznacovat N = {1,2, ..., n,...}.
Tiez oznac¢ime Ny = N U {0}. Mnozinu celych ¢isel budeme oznacovat Z a mnozinu

realnych cisel oznacime R.

Nech V je lubovolna mnozina a E nech je lubovolna podmnozina (neusporiadanych)
dvojic prvkov z mnoziny V. Usporiadant dvojicu G = (V| E) budeme volat grafom.
Prvky mnoziny V budeme nazyvat vrcholmi grafu, prvky mnoziny E budeme nazyvat
hranami grafu. Graf nazveme trividlny, ak jeho vrcholovd mnozina obsahuje najviac

jeden vrchol.

Vrchol u € V' je susedom vrchola v € V', ak existuje hrana e € E taka, ze e = uv.
Pocet susedov vrchola v € V nazveme stupriom vrchola a oznac¢ime degq(v). Vrchol

v € V nazveme izolovanym, ak nema ziadneho suseda.

Cesta medzi vrcholmi u,v € V' v grafe G je postupnost vy, e1,v2, €3, ..., €k, Vi1
(pre nejaké k € N), pricom pre kazdé i € {1,2,...,k+ 1} je v; € V, dalej plati v; = u,
vg+1 = v a pre kazdé i € {1,2,...,k} je hrana e; € E taka, ze e; = v;v;41. Tato

postupnost oznac¢ujeme aj uv-cesta. Cislo k volame dizkou cesty.

Kruznica v grafe G je postupnost vy, ey, vs, €2, ..., €, k11 (pre nejaké k € N), pre
kazdé i € {1,2,...,k + 1} je v; € V, dalej plati v; = vgy1 a pre kazdé i € {1,2,...,k}
je hrana e; € E taka, ze e; = v;v;41. Cislo k voldme diZkou kruznice. Kruznicu voldme

pdrnou, ak jej dlzka je parne ¢slo, a nepdrnou, ak jej dlzka je nepéarne &islo.

Graf G = (V, E) volame suwvisly, ak pre kazda dvojicu vrcholov u,v € V' existuje

uv-cesta.

Kazdy graf G = (V, E) mdzeme zakreslit do roviny nasledovnym sposobom: (dis-
junktné) bodky budu predstavovat vrcholy grafu, ktoré spojime ¢iarou prave vtedy, ked
medzi prislusnymi vrcholmi existuje hrana. Ak sa graf G d& zakreslit do roviny tak, ze
sa Ciary predstavujice hrany nepretinaji, volame tento graf plandrnym. Kazdé takéto
zakreslenie planadrneho grafu do roviny voldme rovinnym grafom. Pri rovinnom grafe
mé zmysel definovat steny grafu ako mnohouholniky, ktorych strany st dané hranami

grafu.

Graf G; = (V4, E1) volame podgrafom grafu G, ak V; C V a E; C EN (‘gl)
Tento vztah budeme v tomto texte oznacovat G; C G. Mnozinu V] voldme nezdvislou

mnozinou grafu G, ak graf G; = (Vi, E1) je podgrafom grafu G takym, ze E; = ().
Nech G = (V, E) je graf. Pre Tubovolntu dvojicu vrcholov u,v € V definujeme ich
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grafovi vzdialenost dist(u, v) nasledovne:

0, aku=v
dist(u,v) = { pocet hran na najkratSej uv-ceste, ak u # v a existuje uv-cesta
0, ak u # v a neexistuje uv-cesta

Ak v € V, V] C V, tak oznac¢ime dist(v, V1) = min{dist(v,w);w € V1}. V dalSom

texte budeme grafovt vzdialenost volaf iba skratene vzdialenost.

Hovorime, 7e mnoziny A, Ao, ..., A, kde k € N, tvoria rozklad mnoziny A, ak

plati Ule A; = A a zéroven pre kazdé relevantné i, j, pri¢om i # j, plati A; N A; = 0.

Graf G = (V, E) budeme volat bipartitny (pdrny), ak existuji mnoziny A, B, ktoré
tvoria rozklad mnoziny V', pricom pre kazdd hranu e = wv z mnoziny E plati, zZe
u€ A,v € Balebou e B,ve A.

Uvedieme teraz bez dokazu zndmu vetu, ktord dava nutni a postacujiucu pod-

mienku pre to, aby bol graf bipartitny.

Veta 1.1 Nech G = (V, E) je lubovolny graf. Graf G je bipartitny préve vtedy, ked

graf G neobsahuje neparne kruznice.

Po tom, ako sme uviedli zédkladné oznacenia, mdzeme prejst k definovaniu grafu,

ktorému budeme venovat prevazni cast tejto diplomovej prace.

Uvazujme rozklad euklidovskej roviny na pravidelné Sestuholniky, ktoré sa prekry-
vaju nanajvys hranami a z ktorych kazdy ma polomer opisanej kruznice rovny 1.
Mnozinu vrcholov tychto Sestuholnikov oznaéime Vg a mnozinu ich hran oznadime
Ey.

Nekonecnd Sestuholnikova siet H = (Vg, Ey) je rovinny graf vytvoreny vrcholmi
z mnoziny Vg a hranami z mnoziny Ex (pozri obr. 1). Dizka kazdej hrany je potom
1, kazdy vrchol méa préve troch susedov a tiez H je suvisly graf, preto pre lubovolnu

dvojicu jeho vrcholov u,v € Vi plati dist(u,v) < oco.
Veta 1.2 H je bipartitny graf.

DOKAZ: Vezmime si lubovolnt kruznicu C C H. Uvazujme maximalny H; C H taky, Ze
vrcholova mnozina H; je zlozené z tych vrcholov, ktorymi prechddza C' alebo lezia

v utvare, ktory C' ohrani¢uje. Tento Gtvar mé vSetky vnitorné steny Sestuholnikové.

Nech ma k vnutornych stien, oznac¢me ich fi, fa,..., fx. Ak ¢; je pocet hran steny
k
fi, potom plati, ze Q) = Zqi — 6k.
i=1

Ak hrana je taka, ze nelezi na C, tak je zapocitana v dvoch stenach, povedzme

fi, fj, nech bez ujmy na vSeobecnostii < j. Ak juz H; odstranime (a spolu s 1ou aj
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vSetky hrany, ktorych niektory z koncovych vrcholov je visiaci), nech bez ujmy na
vSeobecnosti ¢; oznacuje pocet hran vzniknutej steny a polozme ¢; = 0. Takymto
odstranenim sa () zmensi o parne ¢islo (oznac¢me ho 2s1) a pocet stien H; sa zmensi
o 1. Nech je takych hran [. Ak odstranime vsetky takéto hrany a nésledne aj vSetky

izolované vrcholy, zostane nam z pévodného H; uz len prave C.

Vieme ale, Ze teraz uz v sucte Q) = 6k—2§21 2s; nie je ziadna hrana zapocitana
dva krat, ¢o znamena, ze 6k — 2221 2s; je pocet hran v C'. Preto C' ma parny pocet
vrcholov. Ukazali sme, Ze kazda kruznica v H je parna. Odtial uz z Vety 1.1 priamo

plynie, ze H je bipartitny graf. U

Obrazok 1. Nekone¢na Sestuholnikova sief H (cast).




Podgraf O = (Vo, Eo) C H nazveme okom, ak splia:
i) [Vol =6,
ii) (Vv e Vp)degy(v) = 2.
Veta 1.3 Nech O C H. O je okom prave vtedy, ked O je kruznica na Siestich vrcholoch.

DOKAZ: Oko je definované ako graf so Siestimi vrcholmi, ktoré maju stupen 2, teda je

to kruznica na Siestich vrcholoch. O

V tejto diplomovej praci budeme Studovat ofarbenia nekonecénej Sestuholnikovej
siete H. Symbol H v celej tejto praci je rezervovany na oznacenie tejto siete. Tiez sym-
boly Vi a Ey st rezervované na oznacenie vrcholov a hran nekonecnej Sestuholnikovej

siete.
Clenenie diplomovej prace je nasledovné:

V druhej kapitole uvedieme urcité vlastnosti vrcholov nekonecnej Sestuholnikove;j
siete, ked vytvorime prstence vrcholov. V tretej kapitole zavedieme stiradnicov ststavu,

ktord nam napomoéze k zisteniu grafovej vzdialenosti medzi lubovolnymi dvoma vcholmi.

Stvrta kapitola je venované d-distanénému chromatickému ¢islu grafu nekoneénej
Sestuholnikovej siete a ukadZeme si jeho presni hodnotu. V piatej kapitole zavedieme
L(K)-ofarbovacie ¢islo a uvedieme niekolko tvrdeni, o tomto ¢isle pre nekoneéni Sest-
uholnikovu sief. V nasledujtcej kapitole sa budeme podrobnejsie zaoberat L(K)-ofar-

bovacim ¢islom nekonec¢nej Sestuholnikovej siete pre podmienky pre vzdialenosti 1 a 2.

V poslednej, siedmej, kapitole uvedieme niekolko ohranic¢eni pre L(K)-ofarbovacie

¢islo Tubovolného grafu s podmienkou pre vzdialenost 2.



2. Prstence vrcholov

Kvoli neskorsej potrebe pomenujeme v tejto kapitole uréité mnoziny vrcholov. Lu-
bovolné, ale pevne zvolené oko Oy = (Vy, Ep) nazveme stredngm okom H. VSimnime si,
Ze existuje 6 vrcholov susednych s vrcholmi stredného oka. Tieto maju dalsich 12 suse-
dov (kazdy vrchol dvoch). Ak si teraz odmyslime vrcholy stredného oka, ostane ndm
18 vrcholov, ktoré tvoria kruznicu a ktoré vytvaraju akysi prstenec okolo stredného oka.
Podobne teraz mozeme najst dalsi prstenec s tridsiatimi vrcholmi... Tymto spésobom

zrejme vytvorime rozklad mnoziny Vy.

Obrazok 2. Prstence V; v grafe H. (Vrcholy ofarbené rovnakou farbou patria do

rovnakého prstenca.)




Vytvorenie jedného prstenca mé vzdy dve fazy: najdenie priamych susedov a najde-
nie susedov tychto priamych susedov. Priamych susedov budeme potom volat vntutorné

vrcholy prstenca a ostatné budt vonkajsie vrcholy prstenca.

Za prvy prstenec vezmeme samotné stredné oko, priCom mnozina vnutornych vr-
cholov prvého prstenca bude prazdna a mnozina vonkajsich vrcholov prvého prstenca

budu vrcholy stredného oka. Pripomenme, Ze V|, je mnozina vrcholov stredného oka.

V dalSom texte budeme uvazovat stale i € N. Definujeme i-ty prstenec vrcho-
lov P; = (V;, E;) ako maximalny podgraf H taky, ze V; = {v € Vp;2i—3 < dist(v, V) <
2i—2} (pozri obr. 2). Mnozinu R; = {v € Vj;dist(v, Vj) = 2i —3} budeme volat mnozi-
nou vnutorngch vrcholov i-teho prstenca. Mnozinu S; = {v € Vy;dist(v, Vp) = 2i — 2}

pomenujeme mnozinou vonkajsich vrcholov i-teho prstenca. Poznamenajme, ze Ry = ().

V nasledujicom ukazeme niektoré zédkladné vlastnosti prstencov. Vsimnime si, ze
vSetky prstence su navzajom disjunktné, aj ze vSetky mnoziny vonkajsich a vnatornych
vrcholov st navzajom disjunktné. A kedze H je suvisly, kazdy vrchol do niektorého
prstenca patri. Zameriame sa teraz najmi na zistenie toho, kde (t. j. na ktorych prs-

tencoch) sa nachddzaju susedia lubovolného vrcholu.

Veta 2.1 Nech v; je lubovolny sused vrcholu v.
(i) Ak v € R; ai > 2, tak potom v; € S;_1 alebo v; € V.
(ii) Ak v € S; ai > 1, tak potom v; € V; alebo v € R;41.

DOKAZ: Obe tvrdenia dostavame priamo z definicie prstencov a ich vnatornych a von-

kajsich vrcholov. O

Veta 2.2 Ak i > 2, tak R; je nezavislda mnozina.

DOKAZ: Dékaz vykondme matematickou indukciou podTa i.
1° Kedze H ma Sestuholnikové steny, mnozina Ry je nezavisla.

2° Nech veta plati pre ¢ > 2 a nech u,v € R; ;. Ozna¢me d = dist(u, Vp) =
dist(v, Vp), tiez Z, = {w € Vp;dist(u,w) = d}, podobne Z,. Zrejme Z,, 7, st
neprazdne mnoziny. Nech v* € Z,,,v* € Z,. P, nech je lubovolna uu*-cesta dizky d,
podobne P, (pozri obr. 3). Pre spor predpokladajme, Ze dist(u,v) = 1 a ozna¢me

hranu e = uv.

Ak by P,NP, # (), tak nech w je prvy taky vrchol na uu*-ceste. Oznaéme naj-
krat$iu uw-cestu ako P/, najkrat$iu wv-cestu ako P, a d’ = dist(u, w). Najkratsia
wu*-cesta ma potom dlzku d — d’, a preto musi tiez platit dist(v,w) = d’. Potom
ale existuje kruznica PeP!. dlzky 2d’ + 1. Tak4 viak v H nemdze existovat, pretoze

H je bipartitny. Musia byt teda mnoziny P, a P, disjunktné.
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Nech P, = (uejujesus ... ug_1equq), Py = (vf1v1 fava ... v4—1 fava), kde ug =
u*,vg = v*. Potom w1, v; susedné nie st a nutne us, v susedné su (kvoli Sestuhol-

nikovym stendm). Ale ug,v2 € R;, ktoré vSak podla indukéného predpokladu

susedné nie su. To je vSak spor, a preto je R;;1 nezavisla. U
*
il fﬁ i
. &
v A
' .'u‘

Obrazok 3. Cesty P,, P,.

Veta 2.3 Ak ¢ > 2, tak v 5; existuje prave 6 navzajom disjunktnych dvojic susednych

vrcholov.

DOKkAZ: a) Najprv ukdzeme, ze ak i > 2, tak v S; existuje prave 6 navzajom rdznych
dvojic susednych vrcholov. Nech u,v € S;, dist(u,v) = 1. Pri rovnakom oznadeni
a z rovnakych dovodov ako v predoslej vete vieme, ze P, a P, musia byt disjunktné.

Dalej dokaz prevedieme matematickou indukciou podTa i.

1° Nech i = 2, teda u,v € Sy. Potom wuq,v; € Rs, ktord je podla predoslej
vety nezéavisla. Vrcholy us,vy € S; a kvoli Sestuholnikovym stendm musia byt

susedné. Ale S; = V7 a na prvom prstenci je takych moznosti prave 6.

2° Nech tvrdenie plati pre ¢ > 2 a nech u,v € S;11. Potom u;,v; susedné nie
st a kvoli Sestuholnikovym stendm wus, vo susedné si. Ale us,vo € S;, kde takych

dvojic existuje prave 6.
b) Teraz este ukazeme, Ze tieto dvojice vrcholov st navzajom disjunktné.

1° Nech 7 = 2, nech u,v € S5 je dvojica susednych vrcholov. Navyse pred-
pokladajme, ze existuje w € Sy také, ze dist(v,w) = 1. Ozna¢me prislusne P, =
(wg1wi gows), pricom wy = w* € Z,,. Potom w1, v1,w; € Ry, ktord je podla pre-
doglej vety nezavisla. Vrcholy us, v9, wy € S1 a kvoli Sestuholnikovym stendam musi
byt dist(ug,vs) = 1, dist(vg, ws) = 1. Aby sa zachovala planarita H a jej Sestuhol-
nikové steny, vrchol v; uZz nemdze mat inych susedov (zatial mé susedov v, vs).

Tym sme dosli k sporu, lebo vieme, ze v . H mé kazdy vrchol stupen 3.

2° Nech tvrdenie vety plati pre i > 2. S cielom dosiahnut spor predpokla-

dajme, ze u,v,w € S;;1 su také, ze dist(u,v) = 1, dist(v,w) = 1. Potom (v
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zmysle oznacenia ciest P, P,, P,,) vrcholy uq,v; ani vy, w; susedné nie st a kvoli
Sestuholnikovym stendm wus, vo 1 v9, we susedné si. Ale us, vo, ws € S;, kde podla
induk¢éného predpokladu plati, ze vSetky dvojice susednych vrcholov st navzajom

disjunktné. Tym sme nasli spor. 0

Vrcholy spominané v predchidzajicej vete budeme volat rohové.

Veta 2.4 Nech ¢ > 2,v € V; a nech vy, v2,v3 st navzajom rozni susedia vrcholu v taki,
ze dist(vy, Vo) < dist(ve, Vo) < dist(vs, Vo).

(i) Ak v € S; je rohovy, potom vy € R;,ve € S;,v3 € Rj41.

(ii) Ak v € S; nie je rohovy, potom vy,vy € R;,v3 € R;y1.

(111) Ak v € R;, potom v; € S;_1 a vy, v3 € S;.

DOKAZ: a) Zaradime najskor vrchol v. Z definicie prstencov a definicie grafovej vzdiale-

nosti vieme, ze musi existovat cesta z vrcholu v do niektorého z vrcholov leziacich
na prvom prstenci. Hned prvy vrchol po v na tejto ceste, oznaéme ho w, je od
prvého prstenca vzdialeny dist(v, V) —1. Na zéklade Vety 2.1 vieme, Ze pre kazdého
suseda v; vrcholu v plati, ze dist(v;, Vo) > dist(v, Vp) — 1 = dist(w, V). MdZeme
preto polozit v; = w. Z uvedeného uz vyplyva, ze ak v € S;, tak v1 € R; a ak
v € R;, tak v1 € S;_1.

b) Teraz ukazeme, ze vrchol v ma suseda v rovnakej mnozine prave vtedy, ked
v € S; je rohovy. Vo Vete 2.2 sme ukézali, Ze mnozina R; je nezavisla, takze tam
nenajdeme suseda vrchola v € R;. Podobne na zaklade Vety 2.3, ak v € S; nie je
rohovy, neméa v 5; suseda. A ak v € S; rohovy je, ma tam prave jedného suseda, a

toho oznacéime vs.

c) V dalsom kroku dokazeme, Ze spomedzi zatial nezaradenych vrcholov len
v pripade (ii) existuje sused w vrchola v taky, ze dist(w, Vp) = dist(v, Vy) — 1. To

dokizeme matematickou indukciou.

Pre ¢ = 2 veta trividlne plati. Nech ¢ > 3 a nech veta plati pre vSetky 79 < i.
Nech d = dist(v, V), ozna¢me Z, = {w € Vp;dist(v,w) = d}, nech v* € Z,.

Predpokladajme, ze existuju dve rozne vv*-cesty P, = (vejvieqvs ... v, el v))
a P = (vefviejvy ... v _jejvl]) také, ze v] # v{. (Z toho nutne vyplyva, ze

d > 2.) Kedze ide o najkratsie cesty, tak vieme, Ze pre kazdé j € N, j < d plati
dist(v}, Vo) = dist(v}, Vo) = d — j, €ize vrcholy su striedavo vnitorné a vonkajsie.

Kedze v/, = v] = v*, tak nech k je najmensie prirodzené ¢islo také, ze v, = v}/,
teda vy, je prvy spolo¢ny vrchol ciest P, P)/. Bez ujmy na vSeobecnosti uvazujme,

ze P/, P! je takd dvojica ciest, Ze maji k najmensie mozné. Potom zrejme pre
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vSetky | € N,I < k plati, ze v] # v}’ a tiez pre | < k plati e} # e]. Vrcholy v},_,
a vj_; majui oba rovnaku vzdialenost dist(v)_,, Vo) = dist(vy_, Vo) =d — k + 1,
patria preto do rovnakej mnoziny vnutornych, resp. vonkajsich vrcholov. Vrchol
vy, je vo vzdialenosti dist(vy,, Vo) = d — k, a taka situacia moze podla indukéného

predpokladu nastaf len v pripade, ked vrchol v; € R; pre nejaké j € N.

Potom vy_,,v)_; € S;,v_5,V_5 € Rjy1,... Vnatorné vrcholy maji podla
indukcéného predpokladu dvoch susedov v mnozine vonkajsich vrcholov toho istého
prstenca, ¢o znamena, ze zvySok cesty k vrcholu v moze pokracovat dvoma smermi,
a tieto cesty sa mozu znova spojit bud v nejakom vonkajSom nerohovom vrchole
alebo vo vrchole v. KedZze sme cesty P/, P! vyberali tak, aby bolo & miniméalne,
nemozu na nich také ,rozdvojovacie“ vrcholy (okrem vrcholu vy,) existovat. Preto
musi byt v, € R;_1. Odtial hned mame, ze dist(v},v) < 3. Graf H ma vsetky
steny Sestuholnikové, preto moéze nastat len moznost dist(v},v) = 3. Potom nutne
v ES;.

Ak by v € S; bol rohovy, z dokazu Vety 2.3 vyplyva, ze taky vrchol nemdze
mat dve najkratsie cesty P), P//. Teda v € S; a nie je rohovy vrchol. Potom méame

jeho dvoch susedov v}, vY, ktori st roézni, a tych oznac¢me vy, vo.

d) Z vety 2.1 vyplyva, zZe vSetci ostatni susedia (t.j. pre v € R; susedia vs, v3
a pre v € S; sused vz) modzu patrit uz len do mnoziny vrcholov, ktoré su vo
vzdialenosti od Vj o 1 viicSej ako vrchol v. A tym sme zaradili vSetky vrcholy tak,

ako hovori znenie vety. 0

Teraz méame popisané, ako prstence H vyzeraju. Mozeme teda zistit, kolko vrcholov

sa na ktorom prstenci nachadza.
Veta 2.5 (Vi € N) plati |R;| =6(i — 1) a |S;| = 6i.
DOkAz (MI):
1° Podla definicie |R;| =0, |S;| = 6.
2° Nech plati |Ry| = 6(k — 1), |Sk| = 6k pre k > 2.
Z predchadzajtcej vety vyplyva, ze |Ri4+1| = |Sk| = 6k.

Vieme, ze kazdy vrchol v € Ry mé dvoch susedov v Si, z ktorych kazdy ma
jedného suseda v Rjy1 (ktori st rdzni, lebo by vznikla Stvorcova stena). V Sjiq
existuje prave jeden vrchol, ktory s tymito vrcholmi vytvara oko. Dalej, ak st dva
vrcholy z Sy, susedné, kazdy z nich mé jedného suseda v Rj41 (opéf rozni). V Siyq
existuju prave dva vrcholy, ktoré s tymito vrcholmi vytvaraja oko. Kedze takych
dvojic vrcholov je prave 6, tymto sposobom najdeme 12 vrcholov v Sii1. Teda
|Sk+1| = |Re| +12=6(k — 1) + 12 =6(k + 1). O

10



Désledok 2.5.1 (Vi € N) plati |V;| = 6(2i — 1).
k

Désledok 2.5.2 > |V;| = 6k2.
i=1

DOKAzZ:

k k k k
SNWil=)6(2i-1)=12) i-6) 1= 12@—613:61&
1=1 =1

i=1 i=1
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3. Suradnicova sustava v grafe I

Ked sa pozrieme na Vg, vrcholy mozeme rozdelit na dva typy podla toho, ktorym
smerom lezia ich hrany. Povieme, ze vrchol v je typu 0, ak mé hrany v smeroch ,hore,
,vlavo-dole* a ,vpravo-dole“. Typu 1 si vSetky ostatné vrcholy. Pre typ vrcholu v
budeme pouzivat oznac¢enie 7(v). Hrany, ktoré vedu ,hore* alebo ,dole“, budeme dalej

nazyvat vertikdlne.

Pre nazornejsie zavedenie suradnicovej stustavy zmenime teraz zakreslenie grafu H
v rovine. MoZeme to urobit, lebo samotné zakreslenie nezmeni kombinatorické vlastnosti
grafu. Vsetky hrany, ktoré nie st vertikalne, pootocime tak, aby sa stali horizontalnymi.
Teda hrany, ktoré zovieraju s vertikalnymi hranami uhol ?ﬂ (proti smeru hodinovych

T 2m
ruciciek), pootoc¢ime o s A hrany, ktoré zovieraju s vertikdlnymi hranami uhol 5

T
(proti smeru hodinovych ruéi¢iek), pootoc¢ime o ~% Ak este posunieme vrcholy tak,

aby vSetky hrany mali dizku 1, dostaneme graf, ktorého vrcholy vytvaraji §tvorcovi

mriezku (ale hrany nie). (Pozri obr. 4.)

|
-4 -3 -2 -yt o203 4 5 6 7 X

Obrazok 4. Suradnicova ststava v grafe H.

Zavedieme teraz suradnicovu stustavu. Nech vy je lubovolny, no pevne zvoleny vr-
chol typu 0; budeme ho nazyvat stredom stradnicovej stustavy. V smere jeho hrany
smerom ,hore* bude y-ova os, zorientovana smerom od vg. Od y-ovej osi zorientovana

7T . ; o ,
0 5V smere hodinovych rucic¢iek bude x-ova os.

Lubovolny vrchol v € Vg modZzeme pomocou tejto stradnicovej ststavy zapisat
v tvare v = (z,y). Napr. vrchol vy = (0, 0), jeho susedné vrcholy su: (—1,0), (1, 0), (0, 1).

Dva susedné vrcholy maju vzdy jednu zo stradnic rovnakt a v druhej sa lisia o 1. Nie
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vzdy vsak dva vrcholy, ktoré maju jednu stradnicu rovnaki a v druhej sa lisia len o 1,
budt susedné (napr. (0,0) a (0, —1)) — bude to zavisief od ich typov. Ak vezmeme
vrcholy (z,y) a (z,y + 1), tak st susedné prave vtedy, ked vrchol (z,y) je typu 0.
Zrejme plati, ze 7(v) = [(z +y) mod 2].

Nasledujica veta hovori o tom, aké je vzdialenost dvoch Tubovolnych vrcholov.
Veta 3.1 Nech v; = (a1, b1),v2 = (az,b2). NavySe nech b; > by. Potom
(i) ak |a; — ag| > |by — ba|, tak dist(vy,v2) = |a; — as| + |by — ba|;
(ii) ak |a1 — az| < |by — ba|, tak dist(vy,v) = 2|by — ba| — 7(v1) + 7(v2).

DOkAz: ad (i): Nie je tazké nahliadnut, ze v tomto pripade kazda v;vs-cesta musi
obsahovat aspoii |a; — as| horizontalnych hran a asponi |b; — bs| vertikdlnych hran.
A vjvs-cesta obsahujica presne |a; — as| 4 |b; — ba| hran existuje pre kazda dvojicu

vrcholov.
ad (ii): Nech v3 = (a2 + (b1 — b2),b1), rozoberieme 3 pripady:

a) T(v1) = 7(vg): zrejme dist(vy,ve) = dist(vs,v2) = |ag + (by — ba) —
a2| + ’bl — b2’ = Q‘bl — bz‘;

B) 7(v1) = 0,7(ve) = 1: zrejme dist(vy,ve) = dist(vs,v2) + 1 = |ag +
(b1 —bg) —CL2| + |b1 —b2| +1 :2|b1 —b2| —I—l,

v) 7(v1) = 1,7(v3) = 0: zrejme dist(vy,v2) = dist(vs,ve) — 1 = |ag +
(b1 — ba) —as| +|by — b2| — 1 =2[by — ba| — 1. O

Dosledok 3.1.1 diSt(Ul,Ug) Z 2|b1 — b2| — 1.

Désledok 3.1.2 dist(vy,v2) > a1 — asl.
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CAST DRUHA:

d-distan¢éné chromatickeé ¢islo



4. Nutné a postacujuce podmienky

Majme graf G = (V, E). Nech P = {1,2,...,n} je mnozina farieb. Kazda funkciu
ep : V. — P nazyvame (vrcholovym) ofarbenim grafu G (alebo tiez n-ofarbenim).

Budeme hovorit, Ze ofarbenie pp vyuZiva n farieb.

Ak d € N je dané ¢islo (vzdialenost), tak kazdé ofarbenie pp také, ze lubovolné dva
vrcholy, ktoré su od seba vzdialené nanajvys d, si ofarbené réznymi farbami, nazveme
d-distancné ofarbenie. Potom d-distancné chromatické ¢islo x4(G) grafu G definujeme

ako miniméalny pocet farieb potrebny pre d-distancné ofarbenie grafu GG. Formalne,
Xd(G) = min{n; (Jpp)(V v,w € V) (dist(v,w) <d = ¢p(v) # pp(w))}.

Vsimnime si, ze ak ¢ je ofarbenie, pri ktorom sa nadobiida minimum, tak existuja
vrcholy u, v také, ze p(u) = 1, p(v) = n. Ak by totiz niektory z nich neexistoval, vedeli

by sme najst d-distanéné ofarbenie vyuzivajice mensi pocet farieb.

Distanénym ofarbovanim nekoneénych sieti sa zaoberali autori napr. v [11]. V tejto
kapitole uvedieme tvrdenia, ktoré sa tykaja d-distan¢ného chromatického ¢isla grafu H,
¢ize budeme pouzivat skratene x4 = xa(H).

Systém mnozin {F;, i € I} volame systémom farebnych tried, ak plati zarover:

(i) {F;,i € I} tvori rozklad mnoziny Vi;
(ii) existuje prosté zobrazenie ¢ : I — P, kde P = {1,2,...,n}.
Ak i € I av € Fj;, tak mdzeme polozit ¢p(v) = ¥(i), teda systém farebnych tried

indukuje ofarbenie ¢p. Uvedieme teraz niekolko farebnych tried, ktoré vyuzijeme pri

ofarbovani grafu H. Nech [z]| pre lubovolné = € R oznacuje zaokrihlenie ¢isla x na celé

1 1
Cislo, t. j. plati [x] € Z a © — 3 < [z] <+ 3
Lema 4.1 Nech I = {(4,7);7 € {0,1,2,3}aj € {0,1} ai+ j = 0 (mod 2)}. Systém
mnozin

Fi;j={(a,b)V(a+2,b+1); a=i (mod4)Ab=j (mod2)},

pre (i,j) € I, je systémom farebnych tried a existuje zobrazenie v také, Ze tento systém

indukuje ofarbenie pp : Vg — {1,2,3,4}.

DOKAZ: (i) Vezmime lubovolny vrchol (z,y) € V. Ak stcet x + y je parne cislo, tak
oznacme ako i zvysok ¢isla x po deleni 4 a j zvysok ¢isla y po deleni 2. Ak sucet
x + y je neparne ¢islo, tak oznacme ako i zvysok ¢isla x — 2 po deleni 4 a j zvysSok

¢isla y — 1 po deleni 2. Potom je i + j parne, ¢ize (i,j) € I a plati (z,y) € F; ;.
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Tiez je zrejmé, ze dvojica (i, ) je uréend jednoznacne, teda kazdy vrchol patri do

prave jednej z mnozin, ktoré tym padom tvoria rozklad V.

(ii) Polozme (i,j) =i+ 1 pre (4,j) € I. Vidime, Ze toto zobrazenie je prosté
z mnoziny I do mnoziny {1,2,3,4}. O

Lema 4.2 Nech k e Na I ={(i,5);i €{0,1,2,...,3k—1} a je€ {0,1,2,...,2k — 1}}.

Systém mnozin
F,j ={(a,b)V(a+3k,b+k); a=i (mod 6k)ANb=j (mod 2k)},

pre (i,j) € I, je systémom farebnych tried a existuje zobrazenie 1) také, Ze tento systém

indukuje ofarbenie pp : Vg — {1,2,...,6k?}.

DOKAZ: (i) Vezmime Iubovolny vrchol (z,y) € Vg. Ak zvySok ¢isla 2 po deleni ¢éislom
6k je mensi ako 3k, tak oznac¢me ako ¢ zvysok ¢isla x po deleni 6k a j zvySok cisla
y po deleni 2k. Ak zvysok ¢isla x po deleni ¢islom 6k je aspon 3k, tak ozna¢me ako
1 zvysSok cisla x — 3k po deleni 6k a j zvysok cisla y — k po deleni 2k. Potom urcite
(¢,7) € I aplati (x,y) € F; ;. Tiez si mdézeme vSimnut, Ze dvojica (7, ) je urcend
jednoznacne, teda kazdy vrchol patri do prave jednej z mnozin, ktoré tym padom

tvoria rozklad V.
(ii) Polozme (i,5) = 2ki+ 7 + 1 pre (i,j) € I. Toto zobrazenie je prosté,

kedZe j nadobuda iba hodnoty z mnoziny {0, 1,2,...,2k — 1}, a je zobrazenim do
mnoziny {1,2,...,6k%}. O

Lema 4.3 Nech k e Na I ={(i,5);i € {0,1,2,...,3k} a j €{0,1,2,...,2k}} U{(3k+
1,9)i€e{k,k+1,k+2,...,2k}}. Systém mnozin

Fij ={(a,b)V (a4 3k +2,b+ k);
a=i+s+(6k+3)t,b=7j+ (2k+1)s—t,s€Z,t e},

pre (i,7) € I, je systémom farebnych tried a existuje zobrazenie 1 také, ze tento systém
indukuje ofarbenie pp : Vg — {1,2,...,6k% + 6k + 2}.

DOkAz: (i) Vezmime lubovolny vrchol (x,y) € Vp. Potrebujeme najst ¢isla i,j tak,
aby (i,j) € I a (z,y) € F;;. Ozna¢me 2’ = x (mod 12k% + 12k + 4),y’ = y
(mod 12k% + 12k + 4). Ak teraz k vrcholu (2',y’) € Vi najdeme &isla 4/, ' také
ze (z',y') € Fy j, tak potom aj (x,y) € Fy . Staci si totiz uvedomit, ze musi
platit s’ = s (mod 12k? + 12k + 4),t = t (mod 12k? + 12k + 4). D4 sa dalej

dokézat, ze k vrcholu (z’,y") sa prislusné 7', ;7' daju najst jednoznacne (dokaz je
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technicky naro¢ny, preto ho tu neuvadzame). Teda kazdy vrchol patri do prave

jednej z mnozin, ktoré tym padom tvoria rozklad V.

(ii) Nech 0, , je Kroneckerovo §, teda funkcia taka, ze §,, =1, ak p = r a
dp.r =0, ak p # r. Polozme (i, j) = (2k+1)i+ j+1—kdsx+1, pre (i,5) € 1. Toto
zobrazenie je prosté, kedze j nadobuda iba hodnoty z mnoziny {0,1,2,...,2k}, a
je zobrazenim do mnoziny {1,2,...,6k2 + 6k + 2}. O

Lema 4.4 Nech k ¢ Na I = {(i,7);: € {0,1,2,...,6k+3}aj € {0,1,2,...,2k +
1} ai+j =0 (mod 2)}. Systém mnozin

Fij={(@bV(a—3k—2b+k+1); a=i¢ (mod 6k+4)Ab=j (mod2k+2)},

pre (i,j) € I, je systémom farebnych tried a existuje zobrazenie v také, Ze tento systém
indukuje ofarbenie pp : Vg — {1,2,...,6k? + 10k + 4}.

DOKAZ: (i) Vezmime lubovolny vrchol (z,y) € V. Ak stcet = + y je parne cislo, tak
oznacme ako i zvysok ¢isla x po deleni 6k + 4 a j zvysSok ¢isla y po deleni 2k + 2.
Ak stcet x4y je neparne cislo, tak oznac¢me ako i zvysSok ¢isla x + 3k + 2 po deleni
6k+4 a j zvySok ¢isla y—k—1 po deleni 2k +2. Potom je i+ j parne, ¢ize (i,j) € I
a plati (z,y) € F; ;. Tiez je zrejmé, ze dvojica (7,7) je urena jednoznacne, teda

kazdy vrchol patri do prave jednej z mnozin, ktoré tym padom tvoria rozklad Vi .

(ii) Polozme (i, j) = (k+1)i+ [£51] pre (i, ;) € I. Toto zobrazenie je prosté,
kedZe pre pevné ¢ nadobtda j iba kazda druht hodnotu z mnoziny {0,1,2,...,2k+
1}, a je zobrazenim do mnoziny {1,2,...,6k> + 10k + 4}. O

Lema 4.5 Nechk € Nal = {(i,5);i €{0,1,2,...,6k} aje€{0,1,2,...,2k} ai+j=0
(mod 2)}}. Systém mnozin

Fij={(a,b)V(a+3k+1,b+k);
a=i+s—(6k+1)t,b=j+ (2k+1)s+t,s€Ztel}

pre (i,j) € I, je systémom farebnych tried a existuje zobrazenie v také, Ze tento systém
indukuje ofarbenie pp : Vg — {1,2,...,6k? + 4k + 1}.

DOkAz: (i) Vezmime lubovolny vrchol (x,y) € Vp. Potrebujeme najst ¢isla i,j tak,
aby (i,j) € I a (z,y) € F;;. Oznaéme 2’ = z (mod 12k* + 8k + 2),y = y
(mod 12k? + 8k + 2). Ak teraz k vrcholu (2/,y’) € Vg néajdeme ¢isla 7/, 5" také
ze (z',y') € Fy j, tak potom aj (x,y) € Fy j». Staci si totiz uvedomit, ze musi
platit s’ = s (mod 12k + 8k +2),t’ =t (mod 12k? + 8k +2). D4 sa dalej dokazat,

ze k vrcholu (2/,4y') sa prislusné ¢/, j daji najst jednoznacne (dokaz je technicky
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naro¢ny, preto ho tu neuviadzame). Teda kazdy vrchol patri do prave jednej z

mnozin, ktoré tym padom tvoria rozklad V.

(i) Polozme (i, j) = ki + [“F2*1] pre (i,5) € I. Toto zobrazenie je prosté,
kedZe pre pevné i nadobuda j iba kazda druht hodnotu z mnoziny {0, 1,2,...,2k},
a je zobrazenim do mnoziny {1,2,...,6k? + 4k + 1}. O

Dokézanie nutnych a postacujucich podmienok rozdelime podla d na niekolko
moznosti, v rdmci ktorych sa daju doékazy vykonaf rovnakym spdésobom, no medzi

ktorymi existuju zasadné rozdiely.

Veta 4.6 Pre d-distancné chromatické ¢islo x4 grafu H plati:

8

Xd = 2
3 4
d+ =

3
{— (d+ 1)2} , ak d je nepéarne;

, ak d je parne.

DOKAZ:

1.) Pre d = 1 ide o jednoduché ofarbovanie grafu. Kedze vieme, ze H je

bipartitny, si nutné a zaroven stacia 2 farby.

2.) Nech d = 2. Lubovolny vrchol v a jeho traja susedia musia byt ofarbeni
navzajom roznymi farbami, lebo vzdialenost medzi nimi nie je vicsia ako 2 = d.
Teda x4 > 4. Vezmime ofarbenie pp dané Lemou 4.1. Nie je tazké nahliadnut, Ze

to je 2-distancné ofarbenie. Preto y, = 4.

3.) Nech d = 4k — 1,k € N. Uvazujme vSetky vrcholy patriace mnozinam
Vi, Va, ..., Vi (pozriobr. 5). Kazdy z nich je vzdialeny od prvého prstenca nanajvys
2(k—1). Na prvom prstenci je najvécsia mozné vzdialenost dvoch vrcholov 3, teda
Tubovolné dva z uvazovanych vrcholov st od seba vzdialené nanajvys 2-2(k—1)+3 =

4k — 1 = d. Preto vSetky musia byt ofarbené réznymi farbami. Ich pocet je

d+1\°
6k2:6(%> :g(d+1)2,teda>(d2§(d+1)2.

Teraz ukéazeme, ze tolko farieb na ofarbenie H staci. Systém farebnych tried
z Lemy 4.2 indukuje zobrazenie ¢p, ktoré vyuziva 6k% = % (d + 1) farieb. Nagli
sme ofarbenie s pozadovanym poctom farieb. Potrebujeme este ukézat, ze vrcholy
ofarbené rovnakou farbou st od seba vzdialené viac ako d. Pre Iubovolné, ale

pevne zvolené i, j z indexovej mnoziny vezmime rozne vrcholy vi,vo € F; ;. Nech
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vy = (a1, b1),v2 = (az,b2) a nech bez ujmy na vSeobecnosti b; > bs. Rozoberieme

dve mozZnosti:

(i) ak a; = a2 (mod 6k):
Z toho nutne vyplyva, ze by = by (mod 2k). Ak a; # a2, potom podla Dosledku
3.1.2 je dist(v1,v2) > |as — a1| > 6k > d. Pre moznost a; = ay je potrebné
uvedomit si, Ze vrcholy v1, v st rovnakého typu, pretoze existuje ¢islo y € N také,
ze by = bs + 2ky. Potom uz z Vety 3.1 plynie, ze dist(v1,v2) = 2|ba — b1| > 4k > d.

(ii) ak a3 = ag — 3k (mod 6k):

Z toho nutne vyplyva, ze by = bs — k (mod 2k): teda existuju ¢isla z € Z,y € N
také, ze a1 = ag — 3k 4+ 6kx,b; = by — k + 2ky. Ak © > 1 alebo = < 0, tak
podla Doésledku 3.1.2 mame dist(vy,v2) > |ag — a1] > 9k > d. Ak y > 1, tak
|by — ba| > 3k a podla Dosledku 3.1.1 je dist(vy,vg) > 2|by — by| — 1> 6k — 1> d.
Vo zvy$nych pripadoch je z = 0 alebo z = 1, teda |as — a1| = 3k, a y = 1, teda
|bo — b1| = k. Z toho vieme, Ze |az — ai| > |bs — b1| a tak pouzitim Vety 3.1
dostavame dist(vy, vy) = |ag — a1| + |ba — b1| = 4k > d.

Iné moznosti vrcholov neexistuju (pripad ”a; — 3k = az (mod 6k)” je ekviva-

lentny s (ii)), preto ofarbenie ¢p z Lemy 4.2 je hfTadanym d-distanénym ofarbenim.
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4.) Nech d = 4k + 1,k € N. Uvazujme vSetky vrcholy patriace mnozinam
V1, Va, ..., Vi a mnozine vnutornych vrcholov Ry, 1. Lubovolné dva z uvazovanych
vrcholov st vzdialené nanajvys 2(2(k+1) —3) + 3 = 4k + 1 = d. Teda vsetky

musia byt ofarbené roznymi farbami. Ich pocet je

d—1\ [(d—1 3 s 3
k2 +6k =6k(k+1) = 1) =2(d+1)°-=.
6k° +6 6(+)6(4><4+> 8(+) 5

e EE R BN
EEE A SSEEEP
. & & i e
eyt
AR AR

Obrazok 6. Mnoziny Vi, Vs, ..., Vi, Rky1 (Glerne vrcholy) a

dve ,hrany“ atvaru (¢ervené a modré vrcholy). (pre k = 5).

Vsimnime si ale teraz zvys$né vrcholy na (k 4 1)-vom prstenci. Je ich 6k +
6. Konkrétne zamerajme pozornost na k + 1 z nich, ktoré tvoria jednu ,hranu®
celého utvaru (pozri obr. 6). Ich vzajomnd grafovd vzdialenost je nanajvys 2k,
teda musia byt ofarbené réznymi farbami. NavySe ak by sme chceli pouzit len
doteraz pouzivané farby, tak kazdy z nich mdze mat len farbu jedného z vrcholov
z mnoziny Ry, na protilahlej ,hrane“ utvaru. Tych je tam ale len k, takze podla

Dirichletovho principu potrebujeme aspon jednu nova farbu.
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Rovnako, ak sa zameriame na k + 1 vrcholov na susednej ,hrane“ utvaru,
tiez potrebujeme aspon jednu nova farbu. A nemoze to byt rovnaka farba, lebo
vzdialenost Tubovolnych dvoch vrcholov na dvoch susednych ,hranach® utvaru je

maximalne 2k 4+ 1 + 2k = d. Preto pocet nutne potrebnych farieb je

3 2 3 3 2 1
> = 1 —-S4+92=1 1 -,
Xd_8(d+) 5 T 8(d+)+2

Teraz ukdzeme, Ze tolko farieb na ofarbenie H stac¢i. Systém farebnych tried
z Lemy 4.3 indukuje zobrazenie ¢ p, ktoré vyuziva 6k2+6k+2 = 2(d+1)%+ 3 farieb.
Nasli sme ofarbenie s pozadovanym poc¢tom farieb. Potrebujeme eSte ukazat, ze
vrcholy ofarbené rovnakou farbou st od seba vzdialené viac ako d. Pre Tubovolné,
ale pevne zvolené i, j z indexovej mnoZiny vezmime rézne vrcholy vi,vo € F; ;.

Nech v; = (a1, b1),v2 = (az,b2) a nech bez ujmy na vSeobecnosti by > bs.

Ak ukézeme, Ze |a; — az| > 4k + 1, tak podla Désledku 3.1.2 je dist(vy,vq) >
lay — as| > 4k + 1 = d. A ak ukézeme, Ze |b; — by| > 2k + 1, tak podla Désledku
3.1.1 je dist(vy,v2) > 2|by — ba| — 1 > 4k + 1 = d. Rozoberieme 4 moZnosti:

(i) ak existuju x1,x2,y1,y2 € Z také, ze

a1:2+x1—|—(6k+3)y1, bl :]+(2k—|—1)$1—y1,
a2:z+:1:2+(6/<:+3)y2, b2 :]+(2]€+1)$2—y2

Teda existujui celé ¢isla x = x1 —x9,y = y1 — Y2 také, Ze a; —as = x4+ (6k+3)y
a by — by = (2k + 1)z — y a nie st obe rovné nule (inak by v; = v2). Ak y = 0 (teda
x # 0), tak pre || > 1 je |by —ba| > 2k + 1. V pripade, Ze |z| = 1, mame |b; —by| =
2k +1 a|a; —az| =1, a podla Vety 3.1 je dist(vy,v2) = 2|by — bo| = 4k +2 > d.

Nech je teraz y > 0. Ak = > 0, je |a; — az| > 6k + 3 > 4k + 1. Kedze
mé byt by > by, tak x nemdze byt zdporné. Nakoniec nech y < 0. Ak = < 0, je
|CL1—CL2’ > 6k+3 >4k + 1. Akm>0,je |b1 —bg| > 2k + 1.

(ii) ak existuju z1,x2,y1,y2 € Z také, ze
ag=i+x1+ (6k+3)y1 +3k+2, by =75+ 2k + 1)z —y1 + k,

a2:i+x2+(6k+3)y2+3k—|—2, b2:j+(2k‘+1)x2—y2+k¢.

Tento pripad sa vsak prevedie na (i).

(iii) ak existuju x1,x2,y1,y2 € Z také, ze

ap =i+ x1 + (6k +3)y1, by = j + (2k + 1)x1 — y1,
ag =i+ xo+ (6k+3)y2 + 3k +2, by =j+ (2k + 1)zg — y2 + k.
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Teda existuju celé ¢isla © = x1 — x9,y = y1 — Yo také, ze a1 — as = x + (6k +
Jy—3k—2aby —by=2k+1)x—y—k. Ak z =y =0, mame |a; — az| =3k +2
a |by —ba| = k. Podobne, ak xt =1ay=0je|a; —az] =3k+1alby —ba] =k+1.
Nakoniec pre z =1 ay =1 je |a; — az| =3k + 2 a |by — ba| = k. Teda vo vSetkych
troch pripadoch podla Vety 3.1. plati, Ze dist(vi,v2) = |a; — ag| + |by — ba| =
4k 4+ 2 > d. Pripad = = 0,y = 1 nemoze nastat, lebo by neplatilo b; > bs.

Ak x >2ay=1aleboy =0, tak |by — b2| > 3k + 1 > 2k + 1. Za podmienok

x >0,y > 0 (okrem uz vyssie rozobranych moznosti) je |a; —as| > 9k +4 > 4k +1.
Pripad z < 0,y > 0 nemdZe nastat, lebo by neplatilo b; > bs.

Nech je teraz y < —1. Pre x < 1 plati |a; — az| > 9k +4 > 4k + 1. Pre x > 2
je |b1—bz‘23k+3>2]€+1

(iv) ak existuju x1,x2,y1,y2 € Z také, ze

ap=i+x1+ (6k+3)y1 +3k+2,b1 =5+ 2k + 1)y —y1 + k,
a2:Z+$2+(6]€+3)y2, b2 :j+(2k+1)$2—y2

Teda existuju celé ¢isla x = x1 —x2 + 1,y = y1 — y2 + 1 také, ze a3 — as =
r+ (6k+3)y—3k—2aby —by=(2k+ 1)z —y — k. Tym sme ale dostali rovnaku
situdciu ako v (iii).

Ofarbenie pp z Lemy 4.3 je teda hladanym d-diStanénym ofarbenim grafu H.

5.) Nech d = 4k+2, k € N. Systém farebnych tried z Lemy 4.4 indukuje ofar-
benie ¢ p, ktoré vyuziva 6k2 410k +4 = % (d + %)2 —% farieb. Mame teda ofarbenie
s pozadovanym poc¢tom farieb. Potrebujeme eSte ukézaft, ze vrcholy ofarbené rov-
nakou farbou st od seba vzdialené viac ako d. Pre lubovolné, ale pevne zvolené i, j
z indexovej mnoziny vezmime rézne vrcholy vy, ve € F; j. Nech v = (a1,b1),v2 =
(az2,b2) a nech bez ujmy na vSeobecnosti by > ba. Rozoberieme 4 moznosti:
(i) 7(v1) =0,7(v2) = 0:
To znamena, Ze a1 = ay (mod 6k + 4) A by = by (mod 2k + 2), teda existujua ¢isla
x € Z,y € Ny také, ze a1 = as + x(6k + 4),b1 = by + y(2k + 2) a nie obe rovné
nule. Ak y > 0, potom podla Doésledku 3.1.1 plati dist(vy,v2) > 2(by — b)) — 1 >
2(2k+2)—1=4k+3 > d. Ak y = 0, mame b; = by a kedZe teraz x # 0, tak podla
Vety 3.1 je potom dist(vy,ve) = |ag — ay| = |x| - (6k +4) > 6k +4 > d.
(i) 7(v1) = 1,7(vg) = 1:
To znamend, ze a; —3k —2=ags —3k —2 (mod 6k +4)Aby+k+1=ba+k+1
(mod 2k + 2), ¢o je rovnaky pripad ako (i).

(iii) 7(v1) =0,7(ve) = 1:
To znamena, ze a; = az + 3k + 2 (mod 6k +4) Aby = by — k — 1 (mod 2k + 2),
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teda existuju ¢isla =z € Z,y € N také, ze a; = as + 3k + 2 + z(6k + 4),b; =
by —k—1+y(2k+2). Ak x > 0 alebo z < —1, tak podla Désledku 3.1.2 mame
dist(vy,v2) > |ag —az| > 9k +6 > 4k + 2 = d. Ak © = —1 alebo z = 0, tak
je laz —a1| = 3k + 2. Ak teraz y > 1, je podla Désledku 3.1.1 dist(vy,vs) >
2(3k +3) — 1 > d. Nakoniec ak y = 1, mame |b; — by| = k + 1, a teda podla Vety
3.1 je dist(v1,v2) =3k +2+k+1>d.

(iv) 7(v1) =1,7(v2) = 0:
To znamend, ze a1 + 3k + 2 = ay (mod 6k +4) Aby — k — 1 = by (mod 2k + 2),
teda existuju ¢isla z € Z,y € Ny také, ze a; = as — 3k — 2 + x(6k + 4),b; =
by + k + 1+ y(2k + 2). Substitiuciou T = = — 1,7 = y + 1 sa vSak tento pripad

prevedie na (iii).

Farebné triedy F; ; z Lemy 4.4. teda skuto¢ne poskytuju ofarbenie H, preto

< <d+‘_1>2_1_
-8 3 6

Teraz ukazeme, Ze tolko farieb je aj potrebnych. Uvazujme Iubovolné ofarbe-
nie H. Pozrime sa na lubovolné 3 vrcholy ofarbené rovnakou farbou. Nech st ich
vzajomné vzdialenosti dq, ds, ds a prislusné najkratsie cesty P;, P», P3. Hladajme
minimalnu hodnotu dy + dy + d3. Nutne dy + ds +d3 > 3(d+ 1) = 3d+ 3 =
3(4k+2)+3 = 12k +9. Avsak Py P, Ps je kruznica (po odstraneni spoloénych hrén,
teda zmenseni poc¢tu hran o parne ¢slo), preto jej dizka musi byt parne ¢islo. Preto
nemdze nastat pripad, Ze dy + da + d3 = 3(d + 1), teda bez ujmy na vSeobecnosti
di>d+1,dy >d+1,d3>d+2.

Mozeme si vS§imnut, ze pre farebné triedy F; ; z Lemy 4.4 plati v poslednych
vztahoch rovnost (pre vSetky trojice najblizsich vrcholov rovnakej farby), preto na
[ubovolné ofarbenie potrebujeme aspoin tolko farieb, ako sme pouzili pri F; ;. Tym

sme dokézali tvrdenie vety pre d = 4k + 2.

6.) Nech d = 4k, k € N. Systém farebnych tried z Lemy 4.5 indukuje ofarbe-
nie pp, ktoré vyuziva 6k + 4k + 1 = % (d + %)2 — % farieb. Mame teda ofarbenie
s pozadovanym poc¢tom farieb. Potrebujeme eSte ukazaft, ze vrcholy ofarbené rov-
nakou farbou st od seba vzdialené viac ako d. Pre lubovolné, ale pevne zvolené i, j
z indexovej mnoziny vezmime rézne vrcholy vy, ve € F; j. Nech v = (a1,b1),v2 =

(az2,b2) a nech bez ujmy na vSeobecnosti by > bo.

Ak ukézeme, Ze |a; — az| > 4k + 1, tak podla Dosledku 3.1.2 je dist(vy,vg) >
lap — az| > d a ak ukazeme, ze |by — ba| > 2k + 1, tak podla Dosledku 3.1.1 je
dist(v1,v2) > 2|by — ba| — 1 > d. Rozoberieme 4 moznosti:

(i) 7(v1) =0,7(v2) = 0:
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To znamena, ze pre nejaké x1,y1,x2, y2 plati

a1 :Z—|—l‘1 - (6]{3+1)y1, b1 :j+(2/{3—|—1)3}1 —|—y1
Ao =1+ X9 — (6k+1)y2, b2 :j+(2]€+1)$2+y2

teda existuju celé ¢Cisla x = 1 — x9,y = y1 — y2 také, ze a3 —ay = — (6k + 1)y
a by —bs = (2k + 1)z + y a nie st obe rovné 0 (inak by v; = v3). Ak z = 0 (teda
y # 0), tak je |ag — az| > 6k + 1. Ak y = 0, dostaneme |b; — ba| > 2k + 1. Kedze
predpokladdme b; > by, nemdzu byt obe ¢isla x,y zaporné. Ak st obe kladné, tak
|by — ba| > 2k + 2. Ak maju ¢isla x, y opa¢né znamienka, tak |a; — as| > 6k + 2.

(il)) 7(v1) =1,7(v2) = 1:
Pripad sa prevedie na (i).

(iii) 7(v1) = 0,7(v2) = 1:
To znamen4, ze pre nejaké x1,y1, 2, yo plati

ap =1+ —(6k+1)y1, b1 :j+(2k:+1)x1+y1
as =i+ x9 — (6k+ 1)y +3k+1, b0 =7+ 2k + D)zo+y2 + k

teda existuju celé ¢isla x = x1—x2,y = y1 —y2 také, ze a1 —ay = r—(6k+1)y—3k—1
a by — by = (2k + 1)z + y — k. KedZze predpokladame b; > by, nemdze byt x < 0 a
zaroven y < 0. Pre x < 0,y > 0 mame |a; —ag| > 9k+2. Akx > 1lay < —1, mame
lap —as| > 9k +3. Ak x > 1 ay > —1, tak zase |b; — ba| > 3k + 1. Ostal ndm len
pripad, ked z = 1. Pre y > 0 alebo y < —1 vidime, Ze |a; —ag| > 9%k +1. Ak (z =1
a) y = 0, mame |a; —az| =3k a |by —ba| = k+1; ak y = —1, tak |a; —az| = 3k +1
a |by —ba| = k. V oboch poslednych pripadoch plati |a; —ag| > |b1 — be|, teda podla
Vety 3.1 je dist(v1,v2) =4k +1 > d.

(iv) 7(v1) =1,7(v2) = 0:
To znamena, ze pre nejaké x1,y1, x2, y2 plati

a;p =i+x — 6k + Dy +3k+1, by =5+ 2k + Va1 +y1 + &
a :i+$2—(6]€+1)y2, bz :j+(2k+1):1:2+y2

teda existuju celé ¢isla x = x1—x2,y = y1—ys také, ze a1 —ay = x—(6k+1)y+3k+1
a by —by = (2k+ 1)z + y + k. Substiticiou T =z + 1,7 = y — 1 vSak tento pripad
mozeme previest na (iii).

Farebné triedy F; ; z Lemy 4.5 teda skuto¢ne poskytuji ofarbenie H, preto

<3(asd 2+1
Xd =g 3 3

Rovnakym sposobom ako v ¢asti 5.) sa dd ukazat, ze tolko farieb je aj potreb-

nych. Tym sme dokézali tvrdenie celej vety. U
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CAST TRETIA:

L(K)-ofarbovacie cislo



5. Zavedenie L(K)-ofarbovacieho cisla

Pripomenime si najprv definiciu uvedenti vo stvrtej kapitole. Majme graf G =
(V,E). Nech P = {1,2,...,n} je mnozina farieb. Kazda funkciu ¢p : V.— P nazy-
vame (vrcholoviim) ofarbenim grafu G (alebo tiez n-ofarbenim). Cislo n je potom pocétom

farieb potrebnych pre ofarbenie ¢p.

Nech K = {k;}{2, je postupnost nezidpornych celych ¢isel. Kazdé ofarbenie ¢p
grafu G spliiajiice podmienku, Ze ak st vrcholy u,v vo vzdialenosti 4, tak |¢p(u) —
op(v)| > ki, nazveme L(K)-ofarbenie. L(K)-ofarbovacie ¢islo grafu G definujeme ako
minimalny pocet farieb potrebnych pre L(K)-ofarbenie grafu G zmenseny o 1 a ozna-
¢ujeme ho Ag(K). To zmensSenie o 1 sme zaviedli kvoli zjednoduSeniu vyjadrovania.
V niektorych ¢lankoch sa tiez Ag(K) definuje ako rozdiel medzi najvéicsou a najmensou

farbou, co je ekvivalentné nasej definicii.

Podobne ako pri optiméalnom d-distanénom ofarbeni, aj pre kazdé optiméalne L(K)-

ofarbenie ¢ existuji vrcholy u, v také, ze p(u) = 1, ¢(v) = n. Potom teda A\ (K) = n—1.

Z praktického hladiska maju zmysel postupnosti, v ktorych je k; = 0 pre vSetky
i > ip (kde ip € N) a zaroven k;, > 0. V takomto pripade budeme pre zjednodusenie
v dalsom texte oznacovat A\g(K) = Ag(k1, ka2, ..., ki) a K = {k;}2, .

Mozeme si v8imnut, ze ak pre nejaké d € N polozime k1 = ko = --- = kg = 1, tak
tlohy ndjdenie d-distancéného chromatického ¢isla a ndjdenie L(K)-ofarovacieho ¢isla
maju rovnaké optimalne ofarbenia. Teda d-diStan¢né chromatické ¢islo je Specidlnym
pripadom L(K)-ofarbovacieho ¢isla a plati Ag(1,1,...,1) = x4(G) — 1.

Nech |z pre Tubovolné = € R oznacuje dolni celi cast ¢isla x, t. j. plati || € Z
axr—1<|z] <z Oznaéme |z|=x — |z], priom zrejme plati 0 <]z|[< 1. Vyslovime

najprv pomocnu lemu.

Lema 5.1 Nech a, b st nezaporné celé cisla také, ze a > b. Nech m € N. Potom
— == > —1, atiez | — — .
m m m m m
DOkAZ: Kedze plati 0 < |z < 1, je
b — b —
m m m m m m

Navyse L%J , L%J su celé ¢isla, preto musi byt L J — L%J >0 U

a
m

v
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V tejto kapitole sa budeme dalej zaoberat L(K)-ofarbovanim iba nekoneé¢nej Sest-
uholnikovej siete H, teda budeme znacit skratene A(K) = Agy(K). V nasledujicej
vete uvedieme ohranicenie A\(k1, k2, . . ., kq) pomocou d-distanéného chromatického &isla,

ktorého presné hodnoty uz pozname.

Veta 5.2 Nech d € N, ozna¢me m = min{ky, ko, ..., kq}, M = max{ky, ko,... , kq}.
Nech yg4 je d-distanéné chromatické ¢islo grafu H. Potom pre L(K)-ofarbovacie ¢islo
plati

m-(xa—1) < MNki,ka,....kq) < M- (xa—1).

DOKAz: Nech v je lubovolné d-distancéné ofarbenie grafu H, ktorého pocet farieb je
rovny X4. Definujme ofarbenie ¢ = M - (¢p — 1) + 1. Ak vezmeme lubovolné dva
vrcholy u,v € Vi také, ze ich vzdialenost je i (kde 1 < i < d), tak plati |p(u) —
o) = M- |¢(u) —(v)] > M > k;. Teda ofarbenie ¢ je L(K)-ofarbenie a vyuziva

M - (xqa— 1)+ 1 farieb. Tym sme dokazali pravia ¢ast nerovnosti.

Ak m = 0, zrejme je Tava ¢ast nerovnosti splnena. Preto dalej predpokladajme,
ze m > 1. Nech v je Tubovolné L(K)-ofarbenie grafu H, ktorého pocet farieb je
rovny A(k1,ka,...,kq) + 1. Definujme ofarbenie ¢ = L%J + 1. Ak vezmeme
Tubovolné dva vrcholy u,v € Vi také, Ze ich vzdialenost je ¢ (kde 1 < i < d),
tak plati ¢¥(u) # 1 (v) (lebo m > 1). Bez ujmy na vSeobecnosti nech ¥(u) > ¥ (v)
(dokonca ¥ (u)—1(v) > k; > 1). Potom na zaklade Lemy 5.1 vieme, ze p(u) > ¢(v).
Vsimnime si teraz, ze plati |p(u) — o(v)| = ¢(u) — p(v) = {w(lgflJ — Lw(ﬁ;lj >
P(w)—1p(v)

-1> % — 1 > 0 a kedZe je tento rozdiel celociselny, je rovny aspon 1.

To znamenad, ze ofarbenie ¢ je d-diStancéné. Ak oznacime \ = A(k1, ks, ..., kq),

vieme, ze najvicsia farba, aka ¢ vyuziva, je A + 1. Preto ak ¢ vyuziva n farieb, je

nutne yg < n = L%J + 1. Odtial postupne dostavame
A A
Xa—1<|—| < —
m m

m - (xa —1) <X = Ak, ka, ..., kaq)
Tym sme odvodili aj lavi ¢ast nerovnosti, teda veta je dokazana. O

Nasledujtce dve vety uvadzaju dalsie vlastnosti L(K)-ofarbovacieho ¢isla.

Veta 5.3 Nech d € Nanech k; <k} prevsetky i =1,2,...d. Potom A(kq, ko, ..., kq) <
AT k3, D).

DOKAZ: Oznaéme K = {k;}&, a oznaéme K* = {k;}L ,. Ak ¢ je Iubovolné op-
timalne L(K*)-ofarbenie, teda vyuziva A(kf,k;,...,k}) + 1 farieb, tak je ¢ aj
L(K)-ofarbenie. Teda A(k1, ks, ..., kq) < KT, k3, ..., k}). O
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Veta 5.4 Nech d € N. Potom plati A(kq, ko, ..., kq) < A(k1, k2, ..., kg, kar1)-

DOKAz: Oznaéme Ky = {k;}¢_, a oznac¢me Kg,1 = {k’l}fill, pricom kg > 0, kg1 > 0.
Ak ¢ je lubovolné optimalne L(K441)-ofarbenie, ktoré nutne vyuziva A\(Kg41)+ 1
farieb, tak je ¢ aj L(K4)-ofarbenie. Teda plati A(Kg) < A(K441). O

Pred nasledujicou vetou zavedieme pre zjednodusenie jedno oznacenie. Ak K =

{k;}2,, tak oznacime nK = {nk;}52,.
Veta 5.5 Nech d € N, a tiez n € N. Potom plati

)\(nkl,ﬂkg, ce ,nkd) = n)\(kfl, kg, ceey kd)

DOkAZ: Oznaéme K = {k;}$°,, pricom pre kazdé i > d je k; = 0 a kg > 0. Nech ¢ je
Tubovolné L(K)-ofarbenie, pri ktorom sa dosahuje minimum, teda vyuziva A(K)+1
farieb. Uvazujme ofarbenie ¢y = n(p—1)+1. Vezmime [ubovolné u, v € Vy, ktorych
vzdialenost je i, kde 1 < i < d. Potom je [(u) — ¥ (v)] = n - |p(u) — p(v)| > nk;,
teda v je L(nK)-ofarbenie a vyuziva nA(K) + 1 farieb. Tym sme dokazali, ze lava

strana nie je vicsia ako prava.

Nech ¢* je lubovolné L(nK)-ofarbenie, pri ktorom sa dosahuje minimum, teda
vyuziva A(nK)+ 1 farieb. Uvazujme ofarbenie ¢* = [+ (¢* — 1)| + 1. Ukdzeme, ze
¥* je L(K)-ofarbenie.

Vezmime Tubovolné u,v € Vy, ktorych vzdialenost je i, kde 1 < i < d. Ak
by ¢*(u) = ¢*(v), tak nutne nk; = 0, odkial vyplyva, ze k; = 0 (pretoze n > 0).
Potom |¢*(u) — ¢*(v)] = 0 > k;. Ak ¢*(u) # ¢*(v), bez ujmy na vSeobecnosti
dalej predpokladajme ¢*(u) > ¢*(v). Z Lemy 5.1 vieme, ze *(u) > ¥*(v). Ak
k; = 0, tak vyuzitim Lemy 5.1 lahko ukazeme, ze [*(u) — ¢¥*(v)| > 0 = k;.

Nech teda ¢*(u) > ¢*(v) a k; > 1. Potom je |[¢* (u) —¢* (v)| = ¥*(u) —*(v) =
[L(p*(u) = 1)] — [L(¢*(v) = 1) > M —1> 2k 1 =k — 1 a kedze
ide o rozdiel dvoch celych &isel, je rovny asponi k;. Cize ¢* je L(K)-ofarbenie a
vyuziva |+ A\(nK)| + 1 farieb. Teda A(K) < |2A(nK)|. Z tohto vjrazu po uprave

.....

ako lava. O
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6. Nutné a postacujice podmienky pre vzdialenosti 1 a 2

V tejto kapitole sa, rovnako ako v predchadzajtcej, budeme dalej zaoberat L(K)-
ofarbovanim iba nekonecnej Sestuholnikovej siete H, teda budeme oznacovat skratene
AMK) = Ag(K). Zrejme nemd zmysel uvazovat L(K)-ofarbovacie ¢islo, ak st vsetky

¢leny postupnosti K nulové. Ako na najjednoduchsi pripad sa pozrime na A(kq).
Veta 6.1 Plati, ze A(k1) = k;.

DOKAZ: Mame teda podmienku iba na susedné vrcholy, ktorych farby sa musia ligif
asponi o k1. Kedze H je bipartitny graf, daju sa jeho vrcholy rozlozit do dvoch
mnozin Hy a Hy tak, aby Tubovolné dva vrcholy z H; neboli susedné a zaroven aby

ani lubovolné dva vrcholy z Hs neboli susedné.

Niektory z vrcholov musi byt ofarbeny farbou 1. Lubovolny jeho sused potom
nutne musi mat farbu k; +1 alebo vyssiu. Teda A(k1) > k;. Ak priradime p(u) =1
pre vietky u € Hy a p(v) = k1 + 1 pre vetky v € Hs, tak dostaneme L(kj)-
ofarbenie, preto A(k1) < k;.

Z toho uz dostavame, ze A(k1) = k. O

Vela snahy sa venovalo zisteniu L(2,1)-oznacovacieho ¢isla pre vSeobecné grafy
kvoli jeho aplikacii ([1], [7], [12]). V ¢lanku [7] autori ukazali, ze pre kladné realne ¢islo
d plati \(2d,d) = dA(2,1). Autori vSak pri ofarbovani dovolili priradenie necelo¢iselne;j
farby, ¢o my neumoznujeme. Preto sa tu ich dokaz neda aplikovat. Napriek tomu vSak

naSe skuisenosti naznacuji, ze uvedeny vztah plati aj v nasej situécii.

Veta 6.2 Pre L(k;, ko)-ofarbovacie ¢islo plati

k1 + 2ky < )\(kl,kg) < 3max{k1, kg}

DOKAZ: Vieme, Ze aby ofarbenie ¢ bolo optimélne, musi existovat vrchol u € Vg taky,
ze o(u) = 1. Ozna¢me jeho susedov vy, v, v3, pricom nech bez ujmy na vseobecnosti
plati p(v1) < p(v2) < p(v3). Kedze kazdy z vrcholov vy, v9, v3 je vo vzdialenosti 1
od u, musi byt farba kazdého z nich aspon k; + 1, teda ¢(v1) > k1 + 1. Zaroven,
kedZze v, vy, v3 s navzajom vo vzdialenosti 2, musi platit p(vs) — p(v1) > ko a
tiez p(v3) — p(vg) > ko. Ak tieto tri nerovnosti séitame, dostaneme, ze p(vs) >

k1 + 2ko + 1. Tym sme dokézali lav( ¢ast nerovnosti.

Z Vety 4.6 vieme, ze 2-diStanc¢né chromatické ¢islo xo = 4, a tak podla Vety
5.2 mame A(k1, ko) < 3max{kq, ka}. O
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Na to, aby sme mohli dokézat postacujice podmienky pre A(ki, k2) pre niektoré

dvojice ¢isel k1, ks, st potrebné nasledovné tri lemy.
Lema 6.3 Plati A\(1,2) < 5.

DOKAz: Oznacme
F,={(a,b)V(a+3,b+1);a=i¢ (mod6),b=0 (mod 2)}

prei =0,1,...,5. Vezmime [ubovolny vrchol (z,y) € V. Ak y je parne, ozna¢me
ako 7 zvysok cisla x po deleni ¢islom 6. Ak y je neparne, nech i je zvysok cisla
x — 3 po deleni ¢islom 6. Takto kazdému vrcholu jednoznacne priradime mnozinu
F;, do ktorej patri, a preto systém tychto mnozin tvori rozklad mnoziny Vy. Ak
¢ je funkcia definovana (i) = i + 1, mame dokézané, Ze ide o sytém farebnych
tried. Nie je tazké nahliadnut, Ze tento systém indukuje L(1,2)-ofarbenie, pretoze
susedné vrcholy nie si ofarbené rovnakou farbou a farby vrcholov vo vzdialenosti
2 sa lisia o 2 alebo o 4 (pozri obr. 7). Na ofarbenie grafu vyuziva 6 farieb, teda
plati A(1,2) <5. O
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Obrazok 7. Farebné triedy F; pre L(1,2)-ofarbenie grafu H.
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Obrazok 8. Farebné triedy F; ; pre L(2,1)-ofarbenie grafu H.

Lema 6.4 Plati \(2,1) <5.

DOKAZ: Oznacme

F;; ={(a,b);a=1 (mod

prei =0,1,2,5 = 0, 1. Vezmime lubovolny vrchol (z,y) € V. Nech i je zvySok ¢isla
x po deleni ¢islom 3 a j je zvysok ¢isla y po deleni ¢islom 2. Takto kazdému vrcholu
jednoznacne priradime mnoZinu F; ;, do ktorej patri, a preto systém tychto mnozin
tvori rozklad mnoziny Vy. Nech v je funkcia definovand nasledovne: ¢(0,0) =
2,9(0,1) = 5,9(1,0) = 4,¢%(1,1) = 1,¢(2,0) = 6,¥(2,1) = 3. Tym mame
dokézané, ze ide o sytém farebnych tried. Tento systém indukuje L(2, 1)-ofarbenie,
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pretoze farby susednych vrcholov sa lisia asponi o 2 a vrcholy vo vzdialenosti 2 st
vzdy ofarbené roznymi farbami (pozri obr. 8). Na ofarbenie grafu vyuzivame 6 fa-
rieb, teda plati A\(2,1) < 5. d

(LR
R LT
o
X
a8

ey
TR TR
LIS
ottt e et

@ -vicholyz &, @ -vrcholyz G; -vrcholy z G,

®-vicholyz &, @ -vrcholyz G, -vrcholy z G;

Obrazok 9. Farebné triedy G; pre L(3,1)-ofarbenie grafu H.

Lema 6.5 Plati A\(3,1) < 7 a navySe existuje L(3,1)-ofarbenie vyuzivajuce len farby
1,2,3,6,7,8.

DOKAZ: Ozna¢me
F,j={(a,b);a=4 (mod6),b=; (mod2)}

prei=0,1,...,5,5 =0, 1. Vezmime lubovolny vrchol (z,y) € Vg. Nech i je zvySok
¢isla z po deleni ¢islom 6 a j je zvySok ¢isla y po deleni ¢islom 2. Takto kazdému
vrcholu jednoznacne priradime mnozinu F; ;, do ktorej patri, a preto systém tychto

mnozin tvori rozklad mnoziny Vy. Oznacéme teraz

Gi1 =FpoUF31, G5 =0,

Go =F40U Fy 1, Ge¢ =F5,0U Fy 1,
Gz =Fy0U F5 1, Gr=FioUF,1,
G4 =0, Gg =F30U Fp 1.
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Zrejme aj tento systém mnozin pre i € {1,2,...,8} tvori rozklad mnoziny Vy. Ked
poloZime (i) = i, méme dokazané, zZe ide o sytém farebnych tried. Mnoziny G; st
vytvorené tak, aby susedné vrcholy mali farby odlisné o aspon 3 a lahko vidiet, Ze
rovnako ofarbené vrcholy st aspon vo vzdialenosti 3. Tento systém tak indukuje
L(3,1)-ofarbenie (pozri obr. 9). Na ofarbenie grafu vyuzivame 8 farieb, teda plati

A(3,1) <7, a navyse farby ¢islo 4 a 5 nie st vyuzité. O

Veta 6.6 Ak 21{31 S ]{?2, tak je )\(kl, kg) = k?l + 2]62

DOKAZ: Nutna podmienka pre A(k1,ks) vyplyva priamo z Vety 6.2. Pre dokdzanie
postacujicej podmienky uvazujme optimélne L(1,2)-ofarbenie ¢ p. Na zdklade
Lemy 6.3 vieme, ze vyuziva nanajvys 6 farieb. Ukadzeme teraz, ze ak nahradime
farby 1,2,3,4,5,6 po rade farbami 1,k +1, ko +1, k1 + ko + 1,2k +1, k1 +2ko + 1
(ozna¢me toto zobrazenie ), dostaneme L(ky,ks)-ofarbenie. Zobrazenie ¢ méa

nasledovnii vlastnost:

(Vu,v € Vi)pp(u) > Yp(v) = ¢(@p(u) = ¢(Pp(v)) (*)

Lubovolné dva susedné vrcholy boli pévodne ofarbené réznymi farbami. VSimnime
si, ze pre i = 1,3,5 je p(i + 1) — p(i) = k1 a pre i = 2,4 plati (i + 1) — ¢(i) =
ko — k1 > k1 (lebo predpokladame ko > 2k1). Ak vezmeme do tvahy, Ze zobrazenie
© mé vlastnost (*), tak plati p(j)—p(i) > ky pre j > i+1, ¢ize mdzeme konstatovat,

Ze podmienka pre vrcholy vo vzdialenosti 1 je splnena.

Farby Iubovolnych dvoch vrcholov vo vzdialenosti 2 sa povodne od seba ligili
aspon o 2. Hned vidime, ze ¢(i + 2) — (i) = ko (pre i = 1,2,3,4) a kedZe ¢ ma
vlastnost (*), plati ¢(j) — ¢(i) > ko pre j > i+ 2, ¢im je splnend aj podmienka

pre vrcholy vo vzdialenosti 2. U

Veta 6.7 Ak 2]{?2 S kl S 3]{72, tak je )\(kjl,k’g) = 2]{71 + ]{32.

DOKAZ: Najprv dokdZeme nutni podmienku. Vieme, Ze v optimalnom L(kq, ks )-ofar-
beni ¢ musi existovat vrchol v; ofarbeny farbou 1. Nech w1, us, ug st jeho susedia,
pri¢om nech plati p(u1) < ¢(usz) < p(us) (zrejme navyse p(u1) > ki1+1). Ozna¢me

este vy, v9, v3 susedov vrchola uy, pri¢om nech plati p(v1) < p(v2) < p(v3).

Ak p(u1) > ki + 2ky + 1, tak potom mame vrchol us ofarbeny farbou aspon
o(ur) + 2ke > ki +4ka +1 > 2k + ko + 1.

V pripade, ze k1 + 2ky +1 > ©(u1) > k1 + ko + 1, musi byt aspon jeden
z jeho susedov ofarbeny farbou vic¢sou ako je ¢(up). Podmienky totiz urcujua, ze
o(v2) —p(v1) > ko a p(vs) — p(va) > ke, teda ¢(vs3) > 2ka+ 1. Ak by bolo ¢p(v3) <
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©(uq), tak by este muselo platit p(u1) — ¢(vs) > k1. Séitanim poslednych dvoch
nerovnosti dostavame ¢(uq) > k1 + 2k + 1, ¢o je vSak spor. Musi preto platit, Ze
©(v3) > p(u1), a kedze su tieto dva vrcholy susedné, dokonca aj p(vs) —p(uy) > ki.
Ak k tomu pripoc¢itame, ze p(u1) > k1 + k2 + 1, dostavame p(vs) > 2k; + ko + 1.

V pripade, Ze k1 + ko + 1 > p(u1) > k1 + 1, musia byt dvaja jeho susedia
ofarbeni farbou vii¢sou ako je ¢(uy) (treti mé farbu 1). Podmienky totiz uréuju,
ze p(va) — @(v1) > ko, teda p(v2) > ko + 1. Ak by bolo ¢(v2) < ¢(uq), tak by
este muselo platit ¢(u1) —@(ve) > k1. Séitanim tychto dvoch nerovnosti dostavame
o(u1) > k1 + ko + 1, o je vSak spor. Musi preto platit, ze p(vs) > p(v2) > p(u1),
a kedZe je u; susedom vrchola vq, v, tak aj @(vy) — ¢(uq) > ky. Vrcholy vy, vg st
vo vzdialenosti 2, takze tiez musi byt ¢(vs) — ¢(v2) > ko. Ak k tomu pripocitame,
ze o(uy) > ki + 1, dostavame @(v3) > 2ky + ko + 1.

V kazdom pripade sme teda nasli v ofarbeni ¢ vrchol ofarbeny farbou asporn
2k1 + ko + 1. Ofarbenie ¢ bolo optimélne, preto A(k1, k2) > 2k; + ko.

Pre dokézanie postacujicej podmienky uvazujme optimélne L(2, 1)-ofarbenie
¥p. Na zaklade Lemy 6.4 vieme, ze vyuziva nanajvys 6 farieb. Ukazeme teraz, ze
ak nahradime farby 1,2, 3,4,5,6 po rade farbami 1, ko +1,k1 +1, k1 + ko + 1,2k +
1,2k1+ko+1 (0znacéme toto zobrazenie @), dostaneme L(kq, k2)-ofarbenie. Podobne

ako v dokaze predchadzajtcej vety, aj tu ma zobrazenie ¢ vlastnost (*).

Farby Tubovolnych dvoch susednych vrcholov sa povodne od seba lisili aspon
o 2. Vsimnime si, ze pre i = 1,2,3,4 je p(i + 2) — (i) = k1. Ak vezmeme do
uvahy, Ze zobrazenie ¢ ma vlastnost (*), tak mozeme konstatovat, ze podmienka

pre vrcholy vo vzdialenosti 1 je splnena.

Farby Iubovolnych dvoch vrcholov vo vzdialenosti 2 sa povodne od seba ligili
asponl o 1. Hned vidime, Ze pre i = 1,3,5 je ¢(i + 1) — (i) = ko a pre i = 2,4
plati o(i+1) — (i) = k1 — ko > ko (lebo predpokladame k; > 2ks). A kedZe ¢ mé
vlastnost (*), je ¢(j) — (i) > ko pre j > i+ 1, a tym je splnend aj podmienka pre

vrcholy vo vzdialenosti 2. O

Veta 6.8 Ak 3]€2 S kl, tak je )\(kl, kz) = k’l + 4]€2.
DOKAZ: Nutni podmienku dokazeme podobne ako v predchadzajucej vete. Nech si
vrcholy vy, v2, v, U1, us, ug oznacené ako v dokaze predchadzajicej vety.

Ak p(u1) > k1 + 2ky + 1, tak potom mame vrchol uz ofarbeny farbou aspon
go(ul) + 2ko = k1 + 4ko + 1.

V pripade, Ze ki 4+ 2ko +1 > p(u1) > k1 + 1, vyuzijeme z dokazu predchadza-
jacej vety, Ze musi platit p(vs) > 2k1 + ko + 1. V nasSom pripade, kedy k; > 3ko,
to znamena, ze p(vs) > k1 + 4ko + 1. Teda A(k1, ko) > ki + 4ks.
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Pre dokézanie postacujicej podmienky uvazujme L(3, 1)-ofarbenie ¢)p z Lemy
6.5, o ktorom vieme, Ze vyuziva len farby 1,2,3,6,7,8. Ukazeme teraz, ze ak
nahradime tieto farby po rade farbami 1, ko + 1,2k + 1,k + 2ko + 1, k1 + 3k +
1,k1 + 4ko + 1 (oznacme toto zobrazenie ¢), dostaneme L(k1, ks)-ofarbenie. Toto

zobrazenie mé opéft vlastnost (*).

Farby Iubovolnych dvoch susednych vrcholov sa povodne od seba lisili as-
ponn o 3, preto po aplikovani zobrazenia ¢ sa ich farby lisia aspon o k;. Farby
Iubovolnych dvoch vrcholov vo vzdialenosti 2 sa povodne od seba lisili aspon o 1.
Hned vidime, Ze vtedy pri zobrazeni o je rozdiel ich farieb aspon ks. Tym je splnenéa
aj podmienka pre vrcholy vo vzdialenosti 2. Nasli sme teda L(k1,ks)-ofarbenie,
ktoré vyuziva ki + 4ko + 1 farieb. Preto plati A(kq, ko) < k1 + 4ks.

Tymto sme dokazali tvrdenie vety. U

Veta 6.9 Plati \(k, k) = 3k.

DOKAZ: Vieme, Ze v kazdom optimalnom ofarbeni musi existovat vrchol ofarbeny far-
bou 1. Nech farby jeho susedov st a,b, ¢, pricom a < b < ¢. Nutne musia platit
nasledovné nerovnosti: a > k+ 1,b —a > k,c — b > k. Ich s¢itanim dostavame
¢ > 3k + 1. Teda \(k, k) > 3k.

Ohranicenie z druhej strany vyplyva priamo z Vety 6.2. U

NaSe sktsenosti naznacuja, ze by pre % < k1 < 2ko malo platit A(kq,ke) =
3max{ky, k2 }. Nutni podmienku pre tento vztah dostdvame z Vety 6.2. Ukazuje sa,
ze na dokéazanie postacujucej podmienky je vSsak potrebny podgraf grafu H s po¢tom

vrcholov zavislym na k.

Zhrnutie: Pre L(kq, k2)-ofarbovacie ¢islo plati

ki+2ks, ak ky <22

3k, ak ki = ko

2kt + ko, ak 2k < k1 < 3k
ki + 4k, ak 3ks < kq

Ak, ko) =

Navyse plati k1 + 2ks < A(k1, ko) < 3max{ki, ko}, ak 22 < k1 < 2k,.
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7. Ohranicenia pre \(k;,k,) pre vSeobecné grafy

Dokazy viet, ktoré sme uviedli v piatej kapitole, je mozné pouzit nielen na graf H,
ale aj na lubovolny iny suvisly graf G = (V, E). Uvedieme tu najprv ich prislusne up-
ravené znenia aj s dosledkami, ktoré sa tykaju L(k1, ks)-ofarbovacieho ¢isla Ag(k1, ko),
ktoré budeme v tejto kapitole oznacovat jednoducho X. Georges a Mauro sa vo via-
cerych ¢lankoch (napr. [5], [6]) zaoberali tymto zovSeobecnenim L(2,1)-ofarbovacieho
¢isla.

Veta 7.1 Nech d € N. Ozna¢me m = min{ky, ks,...,kq}, M = max{ky, ko,..., kaq}.

Nech x4 je d-distanéné chromatické ¢islo daného grafu G = (V, E). Potom pre L(K)-
ofarbovacie ¢islo A(K) plati

m(Xd_l)g)‘(kbk%7kd)§M(Xd_1)

Désledok 7.1.1 Ozna¢me m = min{ky, ko }, M = max{ky, ko }. Nech x je 2-distanc¢né
chromatické ¢islo daného grafu G = (V, E). Potom pre L(ky, ka)-ofarbovacie ¢islo A
plati

m-(x2—1) <A< M- (x2—1).

Dosledok 7.1.2 Nech y2 je 2-distanéné chromatické ¢éislo daného grafu G = (V) E).
Potom plati
>‘(k.7k) = k(X2 - 1)

Veta 7.2 Nech d € N a k; < k} pre vSetky i = 1,2,...d. Potom A(k1,ko,..., kq) <
MK ES, . k).
Désledok 7.2.1 Ak ky < k7, ko < k3, potom plati A\(kq, ko) < A(kT, Ek3).

Désledok 7.2.2 Ozna¢me M = max{ki, ko}. Potom pre L(k1, ks)-ofarbovacie ¢islo A
grafu G = (V, E) plati
A< M-A21).

DOkAZ: Z Désledku 7.1.1 mame A < M-(x2—1). Tiez vieme, Ze 2-diStan¢éné chromatické
¢islo je Specidlnym pripadom L(k1, ko )-ofarbovacieho ¢isla, pricom x2 —1 = A(1,1).
Désledok 7.2.1 ndm déva vztah A(1,1) < A(2,1). Tym uz dostdvame samotné

tvrdenie. 0

Veta 7.3 Nech d € N. Potom plati A(kq, ka, . .., ka) < Mk1, ko, . .., kg, kay1).
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Pripomenme si, ze ak K = {k;}32,, tak potom oznac¢ime nK = {nk;}2;.

Veta 7.4 Nech d € N, a tiez n € N. Potom plati

)\(nkl,nkg, NN ,’I’Lkd) = n)\(kl, k‘g, ceey k‘d)

Do6sledok 7.4.1 Nech n € N. Potom plati

/\(nkl, n/{ig) = n)\(kl, l{?g)

V nasledujuicich vetach uvedieme dolné ohranic¢enia pre A ako funkcie minimalneho
a maximalneho stupna grafu. Nech ¢islo  oznacuje miniméalny stupen grafu G a A

oznacCuje maximalny stupen grafu G.

Veta 7.5 Ak A > 1, tak pre L(k, ks)-ofarbovacie ¢islo A grafu G = (V, E) plati

A Z max{k;l; kl + (5 — 1)]{32}

DOKAZ: Vieme, ze ak L(k1, ky)-ofarbenie ¢ je optimalne, existuje vrchol u € V taky, ze
©(u) = 1. Dokonca taky vrchol existuje v mnozine V'\ I, kde I je mnozina vSetkych
izolovanych vrcholov grafu G. MnozZina V' \ I je nepréazdna, kedze A > 1. Vrchol u

nie je izolovany, takze ma aspon jedného suseda.

Oznacme vy, v, ...,v, susedov vrchola u, priCom bez ujmy na vSeobecnosti
nech plati p(v1) < @(vg) < -+ < p(v,). Kedze kazdy z tychto vrcholov je vo
vzdialenosti 1 od w, musi byt farba kazdého z nich aspon k; + 1, teda ¢(v1) >
k1 + 1. Zéaroven, kedze vy, vs,...,v, s navziajom vo vzdialenosti 2, musi platit
©(vit1) — @(v;) > ko pre vSetky ¢ = 1,2,...,n — 1. Ak vSetky tieto nerovnosti
sCitame, dostaneme, ze @(v,) > k1 + (n — 1)ky + 1. Teda v optimalnom L(ky, ko)-
ofarbeni existuje vrchol ofarbeny farbou ki + (n — 1)ke + 1. Vieme, ze n > 1 a
zaroven n > ¢, teda pre 0 = 0 vyuzivame farbu s ¢islom aspon ki +1 a pre § > 1

vyuzivame farbu s ¢islom aspon ky + (6 — 1)ko + 1.

Tym méame nerovnost dokazant. O

Désledok 7.5.1 Ak § > 1, tak pre L(ky, ka)-ofarbovacie ¢islo A grafu G = (V, E) plati

A>ky+ (0= 1)ks.

V ¢lanku [12] autori uvadzaji bez dékazu nasledovni vetu (Lemma 2.1).
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Veta 7.6 Nech G je graf s maximalnym stuptiom A > 2. Potom platia nasledujtce

tvrdenia:
(i) M2,1) > A+ 1.

(ii) ak A(2,1) = A + 1, tak kazdy vrchol stupiia A je ofarbeny farbou 1 alebo A + 2
vo v8etkych optimalnych L(2,1)-ofarbeniach.

(iii) ak G ma tri vrcholy stupiia A také, Ze jeden z nich je susedny so zvySnymi dvoma,
tak A(2,1) > A + 2.

Nasledujuce dve vety poskytujua zovseobecnenie tohto tvrdenia. Prva zovseobecnuje
bod (i), druha bod (ii).

Veta 7.7 Ak A > 2, tak pre L(k1, ks)-ofarbovacie ¢islo A grafu G plati

k‘] + (A - 1)k2, ak kg S ]{31
A Z 2]{71 —+ (A — 2)]{72, ak ]{?1 S ]{?2 S 2]{71
(A — l)kg, ak 2k1 < kz

DOKAzZ: Nech ¢ je Iubovolné optimélne L(kq,ks)-ofarbenie, teda vyuzivajace \ + 1
farieb. Nech u je Iubovolny vrchol stupria A, ofarbeny farbou ¢(u). Ozna¢me jeho
susedov vy, Vs, ...,va tak, aby bolo ¢(v1) > p(v2) > -+ > ¢(va). Rozoberieme tri

moznosti:

1.) ak p(u) > ¢(v1): Zrejme @(va) > 1. Aby medzi farbami susednych vr-
cholov bol rozdiel asponi k1, musi byt ¢(u) — ¢(v1) > k1. Podobne, kedZze vrcholy
V1,02, ...,0A SU navzajom vo vzdialenosti 2, musi platit p(v;) — @(vi41) > ko pre
vSetky i = 1,2,...,A — 1. Po sc¢itani tychto nerovnosti dostavame, ze @(u) >
k1 + (A —1)ks+1, ¢ize v tomto pripade by bolo L(k1, ks)-ofarbovacie ¢islo A aspoii
k1 + (A — 1)ks.

2.) ak p(u) < @(va): Zrejme p(u) > 1. Aby medzi farbami susednych vr-
cholov bol rozdiel aspon ki, musi byt ¢(va) — ¢(u) > ki. Podobne, kedze vrcholy
V1,02, ...,0A SU navziajom vo vzdialenosti 2, musi platit p(v;) — @(viy1) > ko pre
vSetky ¢ = 1,2,...,A — 1. Po sc¢itani tychto nerovnosti dostavame, ze @(u) >
k1 + (A —1)ko+1, ¢ize v tomto pripade by bolo L(kq, k2)-ofarbovacie ¢islo A asponi
k1 + (A — 1)k,.

3.) ak p(v1) > p(u) > p(va): Potom musi existovat j € N také, ze ¢(v;) >
o(u) > p(vjt1). Zrejme p(ua) > 1. Kedze vrcholy vq,vs,...,va s navzajom vo
vzdialenosti 2, musi platit ¢(v;) — @(viy1) > ko pre vsetky ¢ = 1,2,... A — 1.
Ak sé¢itame vSetky tieto nerovnosti, dostavame ¢(v1) > (A — 1)ke + 1. Aby medzi

farbami susednych vrcholov bol rozdiel aspon ki, musi byt ¢(v;) — ¢(u) > k1 a
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o(u) — @(vj41) > k1. Ak zo vSetkych uvedenych nerovnosti vynechame ¢(v;) —
©(vjy1) > ko a sCitame ich, dostaneme, ze p(v1) > (A — 2)kg + 2k + 1. V tomto
pripade teda L(kq,ks)-ofarbovacie ¢islo A je asponn max{(A — 1)ko;2k; + (A —
2)ka} = (A — 2)ko + max{ko; 2k }.

Optimalne L(kq, k2)-ofarbenie obsahuje asponi jednu z uvedenych moznosti,
preto plati A > min{k; + (A —1)ko; (A —2)ke + max{ke; 2k } }. Vzdjomnym porov-

nanim k1, ko a 2k; ziskame tvrdenie vety. O

Veta 7.8 Ak k1 > ko a A(k1, ko) = k1+(A—1)ks, tak kazdy vrchol stupnia A je ofarbeny
farbou 1 alebo farbou k1 + (A —1)k2+ 1 vo vSetkych optimalnych L(k;, ko)-ofarbeniach.

DOKAZ: Z predpokladu ky > ko vyplyva, Ze max{ko; 2k, } = 2k1, a potom (A — 2)ky +
max{ke;2k1} > k1 + (A — 1)ko. Kedze \(k1,k2) = k1 + (A — 1)ko, tak nemoze
v ziadnom optimalnom L(kq, k2)-ofarbeni nastat pripad 3.) z dokazu predchadza-
jucej vety. Pri rovnakom oznaceni potom navySe musia nastat rovnosti vo vztahoch
©(v;) — @(vir1) = ko pre vSetky i = 1,2, ..., A — 1. Taktiez musi platif vo vztahu
o(u) — e(v1) = k1 a p(va) = 1, resp. p(va) — p(u) = k1 a ¢(u) = 1. Potom
o(u) = k1 + (A —1)ka + 1, resp. p(u) = 1. O

V ¢lanku [7] bola uvedena nasledujuca veta.

Veta 7.9 Nech G je graf s maximalnym stupfiom A. Potom A(2,1) < A% + 2A.

Vyuzitim analogickej myslienky v dokaze dostdavame horné ohranicenie aj pre

L(k1, ko)-ofarbovacie ¢islo.
Veta 7.10 )\(kl, 1{72) § (2]€2 — 1)A2 + 2(]{71 — ]{Tg)A

DOKAZ: Zoradme vrcholy grafu G Tubovolne a ofarbme ich podla poradia tak, Ze vrcholu
pridelime najmensiu farbu, ktorou moze byt ofarbeny. Kazdy vrchol v € V je
susedny najviac s A vrcholmi a existuje nanajvys A(A—1) vrcholov vzdialenych od
v vo vzdialenosti 2. Takze ked chceme ofarbit vrchol v, musime sa vyhnaf nanajvys
A(2k1 —1)+A(A—1)(2ky—1) farbam. Vrchol v je potom ofarbeny nejakou farbou,
ako A(2k1 — 1)+ A(A—1)(2ke—1)+1. Teda A < A(2k; — 1)+ A(A—1)(2ke—1) =
(2ky — 1)AZ + 2(ky — ko) A. O

V ¢lanku [1] autori zlepsili horny odhad L(2,1)-ofarbovacieho ¢isla na A? + A.
Zovseobecnenim myslienky v ich dokaze dostdvame horné ohranicenie aj pre L(kq, k2)-

ofarbovacie ¢islo, ktoré je vo vSeobecnosti lepsie ako ohranic¢enie uvedené vo Vete 7.10.

Pred uvedenim samotného tvrdenia eSte zavedieme dve definicie. Nech [x] pre

Tubovolné x € R oznacuje horni celi cast ¢isla x, t. j. plati [z] € Zax < [z] <z + 1.
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Nech k je Tubovolné pevné prirodzené ¢islo. k-nezdavisla mnozina grafu G = (V, E)
je takd podmnozina S mnoziny V, ze kazdé dva rbézne vrcholy z mnoziny S st vo
vzdialenosti vicsej ako k. Poznamenajme, ze 1-nezavisla mnozina je klasickd nezévisla
mnozina. k-nezavisli mnozinu S grafu G nazveme mazximdlnou, ak S nie je vlastnou

podmnozinou ziadnej inej k-nezévislej mnoziny grafu G.

Veta 7.11 Ak ki > ko, tak )\(1{31, k‘g) < k2A2+k1A. Navyse, ak i—; € 7, tak )\(kjl, k‘g) <
ko A2 + (k1 — ko)A,

DOKAZ: Ozna¢me najprv n = M—;-‘, zrejme n > 2. Vrcholy grafu G = (V, E) budeme
ofarbovat postupne farbami 1, ko +1, 2ko+1, ..., kko+1, kde k je nejaké prirodzené

¢islo, pre ktoré plati k < A? + (n — 1)A (ako uvidime neskor).

Polozme formalne S_; = S_o = --- = S_(,_1) = 0 a i = 0. Kym nebuda

ofarbené vsetky vrcholy grafu G, opakujeme nasledovny postup:

Oznac¢ime V; = {x € V;x je neofarbeny A dist(x,y) > 2 pre kazdé y € S;_1 U
Si_oU---U S,-_(n_l)}. Vyberieme maximalnu 2-nezavisli mnozinu 5; grafu G; =

(Vi, E;), ktory je maximalnym podgrafom grafu G. Ak este nie si ofarbené vsetky

.....

Polozime k = i po skonceni uvedeného postupu, t.j. mnozina Vj, je neprazdna a
mnoziny V; pre j > k st prazdne. Mnoziny V; (i = 0,1, ..., k) tvoria zrejme rozklad
vrcholovej mnoziny grafu G. Ofarbime teraz vsetky vrcholy tak, ze vrcholu v € V;
priradime farbu i - k3 4+ 1. UkéZeme, Ze toto ofarbenie ¢ je L(ki, ko)-ofarbenim, a

ze dava horny odhad pre A uvedeny v tejto vete.

Na zaciatok poznamenajme, ze ak su dva vrcholy u,v € V ofarbené rovnakou
farbou, tak oba patria do mnoziny 5; pre nejaké i, ktora je 2-nezavisla, a teda
ich vzdialenost je aspoii 3. Vdaka sposobu ofarbovania je (absolutny) rozdiel fa-
rieb Tubovolnych dvoch vrcholov, ktoré si ofarbené réznymi farbami, prirodzenym

nasobkom kg (nech je to j), a potom tieto vrcholy patria mnozinam S;, S;_;.

Uvazujme dalej nejaké dva vrcholy w,v € V ofarbené farbami, ktorych (ab-
solitny) rozdiel je aspon ke a menej ako k; (bez ujmy na vSeobecnosti predpo-
kladajme ¢(u) > ¢(v)). Potom rozdiel ich farieb moze byt nanajvys (n — 1)ka,
pretoze nky > k1. Ak ¢(u) = iks + 1 (teda u € S;), tak (1 — 1)ka +1 > @(v) >
(i—(—1)k+1,¢izeveS; 1US; oU---US;_(,_1). Z definicie V; ale potom
vyplyva, Ze vzdialenost tychto vrcholov je aspon 2, ako je potrebné na splnenie

podmienky pre vzdialenost 2.

Ak vezmeme lubovolni int dvojicu réznych vrcholov, ktorych (absolatny)

rozdiel farieb je aspon ki, tak pre splnenie podmienok maji byt vo vzdialenosti
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aspon 1 (lebo k1 > k3), ¢o bezpochyby st. Tym mame dokézané, ze ¢ je L(ky, ka)-

ofarbenim.

Nech z € V je teraz lubovolny vrchol ofarbeny farbou kky + 1. Oznac¢me

I ={i;0 <i<k—1Adist(z,y) = 1 pre nejaké y € S;},
I, = {i;0 <i < k—1Adist(z,y) < 2 pre nejaké y € S;},
Is ={i;0 <i<k—1Adist(x,y) > 3 pre kazdé y € S;}.

Je zrejmé, ze |I3]| + |I3| = k. Kedze pocet vrcholov y, pre ktoré je 1 <
dist(z,y) < 2 je nanajvys deg(z) + Z (deg(y) — 1) < A+ A(A —1) = A%
yeVAzyceE

mame |I5| < A% Podobne, mame najviac ak deg(x) < A vrcholov susednych s z,
teda |I;| < A.

Pre kazdé i € I3 je © ¢ V;, pretoze inak by S; U {z} bola 2-nezavisld mnozina
grafu G, ¢o je v spore s vyberom S;. To potom znamend, ze dist(z,y) = 1 pre
nejaky vrchol y € S;_1 US; 2 U---US;_(n_1), CiZe asponi jedno z ¢isel i — 1,7 —

2,...,i— (n—1) patri do I;. Teda HI_?’” < |I1|. Z vlastnosti hornej celej casti

vyplyva, Ze potom % < |I], teda |I3] < (n —1)|I4].

Pre najvacsiu pouzitt farbu v tomto ofarbeni potom plati

kko +1 = (|La] + |I3))ko + 1 < (|Ia| + (n — V)| I1)k2 + 1 <
k
< (A% 4 (n—1)A)ky +1 = kA% + [k—l - 1} koA + 1.

2

Vo vSeobecnosti je P,:—; — 1-‘ < ’,2—;, preto kko + 1 < koA? + k1A + 1.

Navyse, ak Z—; je celé cislo, tak m—; — 1-‘ = Z—; — 1, teda kko + 1 < kaA? +
(kl — kQ)A + 1. O

Veta 7.12 Ak kl S ]{32, tak /\(kl,]{fg) S kgAz —+ ]{JQA

DOKAZ: Vrcholy grafu G = (V, E) budeme ofarbovat postupne farbami 1, ko + 1, 2ks +
1,...,kko + 1, kde k je nejaké prirodzené ¢islo, pre ktoré plati & < A? + A (ako

uvidime neskor).

Polozme formélne S_; = () a ¢ = 0. Kym nebudt ofarbené vSetky vrcholy grafu
GG, opakujeme postup z dokazu predchadzajicej vety s tym rozdielom, Ze oznacime
V; = {x € V;x je neofarbeny A dist(x,y) > 2 pre kazdé y € S;_1}. Vrcholy ofar-

bime rovnakym sposobom ako v dékaze predchadzajucej vety (k je tiez rovnako
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definované). Ukazeme, Ze toto ofarbenie ¢ je L(kq, ka)-ofarbenim, a ze dava horny

odhad pre A uvedeny v tejto vete.

Aj v tomto pripade, ak st dva vrcholy u,v € V ofarbené rovnakou farbou, tak
oba patria do mnoziny S; pre nejaké i, ktora je 2-nezavisla, a teda ich vzdialenost
je aspon 3. Vdaka spdsobu ofarbovania je (absolutny) rozdiel farieb Iubovolnych
dvoch vrcholov, ktoré st ofarbené roznymi farbami, prirodzenym nasobkom ko

(nech je to j), a potom tieto vrcholy patria mnozindm S;, S;_;.

Uvazujme dalej nejaké dva vrcholy u,v € V ofarbené farbami, ktorych (ab-
solutny) rozdiel je aspoii ko (tym padom je tento rozdiel aj aspon k). Pre splnenie
podmienok pre ofarbovanie maju byt vo vzdialenosti aspoii 1, ¢o bezpochyby st.

Tym mame dokazané, ze ¢ je L(ki, ka)-ofarbenim.

Nech z € V je teraz ITubovolny vrchol ofarbeny farbou kko + 1. Oznac¢me
I, 15,13 ak v dokaze predchddzajtcej vety. Je zrejmé, ze plati |Iz| + |I3| = k,
L] < A% L] < A.

Pre kazdé i € I3 je x ¢ V;, pretoze inak by S; U {z} bola 2-nezéavisla mnozina
grafu G;, ¢o je v spore s vyberom S;. To potom znamend, ze dist(z,y) = 1 pre
nejaky vrchol y € S;_1, ¢ize i — 1 € I;. Teda |I3| < |1].

Pre najviacsiu pouzita farbu v tomto ofarbeni potom plati

kko +1 = (|L| + |I3))ka + 1 < (| I2] + [I1|)k2 + 1 <
< (A% + A)kg + 1 = ky A% + ko A + 1.

Tym sme dokézali tvrdenie vety. U

Dalej uvedieme dve horné ohranicenia pre L(ki,ks)-ofarbovacie ¢islo A(ky, ko)
Tubovolného grafu ¢éislom A(1,2), resp. A(2,1).

Veta 7.13 Nech plati 2k < ko. Ak pre graf G = (V, E) je A(1,2) = n, tak potom

Akt k) <2 |2 | by + | 5] ke

DOKAZ: Nech 1 je optimalne L(1,2)-ofarbenie, o ktorom vieme, ze vyuziva n + 1
farieb. Ukazeme teraz, Ze zobrazenie ¢(1)) je L(ki, kz)-ofarbenie, pricom ¢(v) =

2| 45 by | 452 [ o 1
Nech v je lubovolny vrchol a ¢ (v) jeho farba. Pozrime sa, akou farbou je tento

vrchol ofarbeny ofarbenim ¢(1)). Ak ¢ (v) je neparne, tak p(¢(v)) = %kz + 1.
Ak 1(v) je parne, tak p(¢(v)) = k1 + sz—i—l. Nech teraz 11, 12 st dve po sebe
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idace celé ¢isla, pricom 1 < 1) < 99 < n. Ak 1)y je nepérne, tak @(19) — p(1h1) =
%2—1]{;2 — <l€1 + %kg) = %kg — (/{jl —+ 7/)1*2]{:2) = ]{;2 —]{;1 Z kl- Ak 1/}2 je pérne,

2
tak @(12) — (1) = k1 + w22_2k2 — 1[’12_11@ = k1. Kedze k1 > 0, potom zobrazenie

© méa nasledovnu vlastnost:

(Vu, v € V)p(u) > P(v) = @(¥(u) = (¢ (v)) (*)

Nech teraz 11,19 s celé ¢isla, pricom 1 < ¢ < 1 + 2 = Py < n. Ak 15 je
neparne, tak (o) — (1) = ¥Thy — Uilky = YLty — B1-lk) = fy. Ak 1y
je parne, tak (o) — (1) = L2 2ky — Y12ky = Uky — Y12ky = ky.

Lubovolné dva susedné vrcholy boli povodne (ofarbenim 1)) ofarbené réznymi
farbami. Pred chvilou sme ukézali, Ze vrcholy, ktorych farby sa pri ofarbeni ¢ lisia
prave o 1, st ofarbenim (1)) ofarbené takym spdsobom, Ze sa ich farby lisia aspon
o k1. KedZze ¢ ma vlastnost (*), plati to aj v pripade, Ze sa farby dvoch susednych
vrcholov pri ofarbeni ¢ lisia o viac ako 1. Tak mozeme konstatovat, ze podmienka

pre vrcholy vo vzdialenosti 1 je splnena.

Farby Iubovolnych dvoch vrcholov vo vzdialenosti 2 sa pri ofarbeni 4 lisili od
seba aspon o 2. Pri ofarbeni () sa teda (vyuzitim vlastnosti (*)) lisSia aspon o

ks. Tym je splnend aj podmienka pre vrcholy vo vzdialenosti 2.

Teda sme ukézali, Ze zobrazenie ¢(1)) je skuto¢ne L(kq, ks)-ofarbenim a vyu-
giva 2 | ED| gy o | 2L gy 41 farieb. Preto Aki, ko) < 2| 3| ki + [ 3] ke
U

Veta 7.14 Nech plati 2ky < k1. Ak pre graf G je A(2,1) = n, tak potom

A(k1, ko) < LgJ by + 2J g {kz.

DOKAZ: Nech 1 je optimalne L(2,1)-ofarbenie, o ktorom vieme, Ze vyuziva n + 1

farieb. Ukazeme teraz, Ze zobrazenie ¢(1)) je L(ki, ka)-ofarbenie, pricom ¢(1)) =
L%J ky +2J%{k2 +1.

Nech v je Tubovolny vrchol a 1(v) jeho farba. Pozrime sa, akou farbou je tento
vrchol ofarbeny ofarbenim (). Ak ¥ (v) je nepéarne, tak p(¥(v)) = %kl + 1.
Ak 1 (v) je parne, tak p(v) = Wkl + ko + 1. Nech teraz 11, 1o st dve po sebe
idace celé ¢isla, pricom 1 < 1)1 < 19 < n. Ak 15 je nepérne, tak ¢(12) — p(11) =
Sobpy — (U524 k) = Bk — (252k + ke ) = k1 — ki > ko, AK 3 je pérne,
tak p(v2) — (1) = ’/’22_2k:1 + ko — ¢1;1k1 = ko. Zobrazenie ¢ méa teda opéf

vlastnost (*).
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Nech teraz 11,19 st celé ¢isla, pricom 1 < 91 < Y1 + 2 = Py < n. Ak Y5 je
neparne, tak p(2) — (1) = %2_1/@1 - le_lkl = wl;l ki — 1/”2_1/451 = k1. Ak 9
je pérne, tak @(¥2) — (1) = Y52k — Y2k = Dk — Y2k = k.

Farby Tubovolnych dvoch susednych vrcholov sa pri ofarbeni ¢ lisili od seba
asponi o 2. Pred chvilou sme ukézali, Ze vrcholy, ktorych farby sa pri ofarbeni
lisia o 2, st ofarbenim (1)) ofarbené takym sposobom, Ze sa ich farby lisia asporn
o k1. Kedze ¢ ma vlastnost (*), plati to aj v pripade, Ze sa farby dvoch susednych
vrcholov pri ofarbeni ¢ liSia o viac ako 2. Tak moZzeme konstatovat, ze podmienka

pre vrcholy vo vzdialenosti 1 je splnena.

Farby Iubovolnych dvoch vrcholov vo vzdialenosti 2 sa pri ofarbeni 4 lisili od
seba aspori o 1. Pri ofarbeni ¢(1)) sa teda lisia aspoii o ke. Tym je splnend aj

podmienka pre vrcholy vo vzdialenosti 2.

Tym sme ukézali, Ze zobrazenie ¢(v)) je skutoéne L(kq, k2)-ofarbenim a vyu-
Ziva L%J k1 + 2J % {kz + 1 farieb. Preto A(ky, k2) < L%J ki + ZJ 5 [kzg.
O
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Zaver

V tejto diplomovej préaci je uvedenych niekolko tvrdeni, tykajucich sa vrcholovych
farbeni nekonecnej Sestuholnikovej siete, ktoré st inSpirované praxou. Z tohto pohladu
st zaujimavé este dalsie ilohy — priradovanie dvoch resp. troch farieb (vysielacich
frekvencii) kazdému vrcholu (vysielacu), kedze sa v stéasnosti vyuzivaja dvojfrekvenéné

¢i trojfrekvencéné zakladnové stanice alebo cyklické ofarbovanie (pozri [9]).

Podobne ako vrcholové farbenie, aj ofarbovanie hran a ofarbovanie stien, ¢i dokonca
sticasné ofarbovanie vrcholov, hran a/alebo stien si urcite zaujimavymi problémami,

ktorymi by sa dalo pokracovat.

Siedma kapitola vSak obsahuje vSeobecné tvrdenia o L(K)-ofarbovani grafov, ktoré
by sa mohli zaradif medzi ¢lanky stuvisiace s touto problematikou, pretoze prinasaju

nové poznatky.
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