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Хорошо известно, что для надкритического процесса Гальтона–Ватсона Zn, распределение числа
потомков которого имеет среднее значение m > 1, отношение Wn := Zn/mn имеет предел с
вероятностью 1, скажем W . Мы изучаем асимптотическое поведение хвостов распределений Wn

и W в случае, когда распределение Z1 имеет тяжелый хвост, т.е. E eλZ1 = ∞ для любого λ > 0.
Показывается, как различные типы распределений Z1 приводят к различному асимптотическому
поведению хвоста Wn и W . Описаны наиболее вероятные траектории, приводящие к большим
значениям процесса.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Zn — надкритический процесс Гальтона–Ватсона, Z0 = 1, m := E Z1 > 1. По опреде-
лению

Zn+1 =
Zn∑
i=1

ξ
(n)
i ,

где ξ
(n)
i , i, n = 0, 1, . . . , — независимые одинаково распределенные случайные величины с

распределением F на Z
+ = {0, 1, 2, . . .}; через F (x) обозначаем хвост распределения F ,

F (x) := P{ξ > x}.
Положим Wn := Zn/mn. Хорошо известно (см., например, [2, Theorem 1.6.1]), что Wn → W

п.н. при n → ∞. Если E ξ log ξ < ∞, то E W = 1, так что P{W > 0} > 0 (см. [2, Theorem 1.10.1]).
Основная цель работы — изучить асимптотику вероятностей больших уклонений для мар-

тингала {Wn} и для его предела W . Более точно, речь пойдет об асимптотике для P{Wn > x}
при x → ∞ во всем спектре значений n ≥ 1.

Поведение хвоста распределения мартингального предела — одна из классических задач
теории надкритических процессов Гальтона–Ватсона. Изучение вероятности P{W > x} было
инициировано Харрисом в [14], который показал, что если ξ ограничена, то

log E euW = uγH(u) + O(1) при u → ∞,

где H — положительная периодическая по умножению функция, а γ определяется из равен-
ства mγ = max{k : P{ξ = k} > 0}. Эта информация о производящей функции может быть
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использована для поиска асимптотики вероятностей хвостов, что было проделано Биггинсом
и Бингхэмом в [4]:

log P{W > x} ∼ −xγ/(γ−1)M(x), (1.1)

где M — также положительная периодическая по умножению функция; здесь и далее мы
пишем f(x) ∼ g(x) при x → ∞, если f(x)/g(x) → 1. Бингхэм и Дони [5, 6] нашли асимптотику
вероятности P{W > x} в случае, когда ξ правильно меняется на бесконечности с нецелочис-
ленным показателем α < −1 (случай целочисленного α был рассмотрен Де Мейером в [8]).
В [4] можно найти результаты, аналогичные (1.1), о левом хвосте распределения W в случае,
когда минимальное число потомков у одной особи не меньше двух. Фляйшман и Вахтель
в [11, 12] нашли точные асимптотики (не логарифмические) для вероятностей P{Wn ∈ (0, x)}
и P{W ∈ (0, x)} при x → 0. Эти две статьи дают полное описание асимптотического поведения
левого хвоста W . Метод работы [12] можно адаптировать к решению задачи о вероятностях
уклонений справа в случае, когда производящая функция числа потомков является полино-
мом. В результате получаются точные асимптотики для вероятности P{W > x} при x → ∞
(см. [12, Remark 3]).

Во всех упомянутых выше статьях доказательства основаны на том наблюдении, что функ-
ция ϕ(u) := E e−uW удовлетворяет функциональному уравнению Пуанкаре ϕ(mu) = f(ϕ(u)),
где f — производящая функция числа потомков. В настоящей статье это уравнение не исполь-
зуется. Вместо этого применяется вероятностная техника для сумм независимых одинаково
распределенных случайных величин и для процессов Гальтона–Ватсона с тяжелыми хвостами,
развитая в последние годы.

Нам потребуются следующие классы распределений.
Говорят, что случайная величина ξ имеет распределение с тяжелым хвостом, если

E eλξ = ∞ для любого λ > 0.
Распределение F в R называется доминируемо меняющимся (пишут F ∈ D), если

sup
x

F (x/2)
F (x)

< ∞. (1.2)

Распределение F в R называется почти правильно меняющимся, если

lim
ε↓0

lim inf
x→∞

F (x(1 + ε))
F (x)

= 1.

Заметим, что любое правильно меняющееся распределение является почти правильно меня-
ющимся. Любое почти правильно меняющееся распределение является доминируемо меняю-
щимся.

Для любой положительной функции h(x) → ∞ будем говорить, что F является h-нечув-
ствительным, если F (x + h(x)) ∼ F (x) при x → ∞. Распределение F является почти пра-
вильно меняющимся в том и только том случае, если F является h-нечувствительным для
любой положительной функции h такой, что h(x) = o(x) при x → ∞; иначе говоря, если F
является o(x)-нечувствительным (см. [13, Theorem 2.47]).

Будем говорить, что распределение F в R
+ со средним m сильно субэкспоненциально, и

писать F ∈ S∗, если
x∫

0

F (x − y)F (y) dy ∼ 2mF (x) при x → ∞.

Примерами сильно субэкспоненциальных распределений являются почти правильно меняю-
щиеся распределения, логнормальное и распределения Вейбулла с параметром β < 1. Любое
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доминируемо меняющееся распределение принадлежит S∗, если оно имеет длинный хвост, т.е.
если оно является нечувствительным относительно констант.

Распределение F называется быстро меняющимся, если для любого ε > 0

F (x(1 + ε)) = o(F (x)) при x → ∞.

Ясно, что этот класс включает в себя распределения Вейбулла F (x) = e−xβ с параметром
β > 0. Логнормальное распределение также является быстро меняющимся. В этот класс не
входят почти правильно меняющиеся распределения.

Теорема 1. Пусть F является доминируемо меняющимся распределением таким, что
для некоторых δ > 0 и c < ∞

F (xy) ≤ cF (x)
y1+δ

для всех x, y > 1. (1.3)

Тогда существуют константы c1 > 0 и c2 < ∞ такие, что

c1F (x) ≤ P{Wn > x} ≤ c2F (x) для всех x, n. (1.4)

Если, кроме того, F является почти правильно меняющимся распределением, то равно-
мерно по n

P{Wn > x} ∼
n−1∑
i=0

miF (mi+1x) при x → ∞. (1.5)

В частности,

P{Wn > x} ∼
∞∑
i=0

miF (mi+1x) при x, n → ∞ (1.6)

и

P{W > x} ∼
∞∑
i=0

miF (mi+1x) при x → ∞. (1.7)

Как вытекает из доказательства леммы 9 (см. разд. 3 ниже),

P

{
max
i≤Zk

ξ
(k)
i ≥ mk+1x

}
∼ mkF (mk+1x) при x → ∞

и слагаемое mkF (mk+1x) в (1.5)–(1.7) соответствует вероятности существования частицы в
k-м поколении с большим числом потомков. Утверждения (1.5)–(1.7) могут быть неформально
переписаны следующим образом:

{Wn > x} ≈
n−1⋃
k=0

{
max
i≤Zk

ξ
(k)
i ≥ mk+1x

}
и {W > x} ≈

∞⋃
k=0

{
max
i≤Zk

ξ
(k)
i ≥ mk+1x

}
.

Более того, если F (x) правильно меняется с показателем α < −1, то равномерно по n

P

{
max
i≤Zk

ξ
(k)
i ≥ mk+1x

∣∣∣Wn > x
}
→ m−(α−1)k∑n−1

j=0 m−(α−1)j
при x → ∞.

В пределе при n → ∞ получаем геометрическое распределение с параметром m−(α−1). Следо-
вательно, нетипично большие значения предела W формируются частицей с большим числом
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потомков, которая живет в одном из начальных поколений, а случайный номер этого поколе-
ния имеет упомянутое геометрическое распределение.

Если предположить, что второй момент ξ конечен, то можно ослабить условия регулярно-
сти на F : скажем, необязательно рассматривать только почти правильно меняющиеся распре-
деления, как в теореме 1.

Теорема 2. Пусть F — доминируемо меняющееся распределение и выполнено усло-
вие (1.3). Если E ξ2 < ∞ и F является xγ-нечувствительным распределением для некоторого
γ > 1/2, то имеют место асимптотики (1.5)–(1.7).

Обратимся теперь к случаю, когда число потомков имеет распределение типа Вейбулла.
Теорема 3. Пусть F (x) = e−R(x), где R(x) правильно меняется на бесконечности с

показателем β ∈ (0, 1). Кроме того, пусть F ∈ S∗. Тогда для любого ε > 0

(1 + o(1))F ((m + ε)x) ≤ P{Wn > x} ≤ (1 + o(1))F ((m − ε)x)

при x → ∞ равномерно по n.
Если β < (3 −

√
5)/2 ≈ 0.382, то P{Wn > x} ∼ F (mx) при x → ∞ равномерно по n и

P{W > x} ∼ F (mx) при x → ∞.
Если β < 1/2 и дополнительно для некоторого c1 < ∞

R(k) − R(k − 1) ≤ c1
R(k)

k
, k ≥ 1, (1.8)

то P{Wn > x} ∼ P{W > x} ∼ F (mx) при x → ∞ равномерно по n.
Сделаем одно замечание относительно распределения числа потомков типа Вейбулла в

случае, когда оно не является
√

x-нечувствительным. Если P{ξ > x} ∼ e−xβ при некотором
β ∈ (1/2, 1), то

P{Wn > x} ≥ exp
{
−(mx)β +

β2σ2
n

2
(mx)2β−1(1 + o(1))

}
, n ≥ 2, (1.9)

и

P{W > x} ≥ exp
{
−(mx)β +

β2σ2

2
(mx)2β−1(1 + o(1))

}
. (1.10)

Здесь σ2
n := E(Wn − 1)2 и σ2 := E(W − 1)2. Из этих оценок вытекает, что, в отличие от случая

β < 1/2, P{Wn > x} 
 F (mx) для всех n ≥ 2. Неравенство (1.10) обосновывается в конце
разд. 3.

Теорема 3 говорит о том, что равномерно по n

{Wn > x} ≈
{
ξ
(0)
1 > mx

}
.

Таким образом, большие значения произвольного Wn возникают в результате соответствую-
щего большого числа потомков в первом поколении.

Особо важная роль начальных поколений в образовании больших уклонений может быть
объяснена мультипликативной природой надкритических процессов Гальтона–Ватсона. Ввиду
этого обстоятельства более весомо особое поведение в самом начале процесса. В теоремах 1
и 3 наблюдается весьма сильная локализация во времени: важны лишь несколько первых
поколений частиц. В литературе имеется несколько примеров, в которых имеет место более
слабая версия локализации во времени. В случае малых уклонений, рассмотренном в [11, 12],
оптимальная стратегия выглядит следующим образом: для того чтобы {Zn = kn} при неко-
тором kn = o(mn), необходимо, чтобы каждая частица в первых an поколениях имела ровно
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μ := min{k : P{ξ = k} > 0} потомков (здесь предполагается для простоты, что ξ ≥ 1). Во
всех остальных поколениях мы позволяем, чтобы Zk росло без каких-либо ограничений, т.е.
геометрически быстро со скоростью m. Чтобы в n-м поколении было kn частиц, an должно
удовлетворять соотношению μa

nmn−an ≈ kn. Поскольку kn = o(mn), число поколений с нети-
пичным поведением неограниченно растет. Похожая стратегия приводит к асимптотикам для
P{W < ε} при ε → 0 и к асимптотикам для больших уклонений процессов с полиномиальны-
ми производящими функциями. Такого рода эффект локализации для процессов Гальтона–
Ватсона при условии малости предела, т.е. для условного распределения Zn на множестве
{W < ε} при ε → 0, был недавно установлен Берестики, Гантерт, Мёртерсом и Сидоровой в [3].
Они показали, что генеалогическое дерево совпадает до некоторого поколения со стандартным
деревом степени μ.

Оказывается, что оптимальные стратегии этого типа не являются универсальными для
надкритических процессов Гальтона–Ватсона. Из следующего результата видно, что в случае,
когда лишь первый момент распределения числа потомков конечен, большие значения Wn иW
могут быть порождены средней частью генеалогического дерева.

Теорема 4. Предположим, что E ξ log ξ < ∞ и F (x) правильно меняется на бесконеч-
ности с показателем −1. Тогда равномерно по n ≥ 1

P{Wn > x} ∼
n−1∑
i=0

miF (mi+1x) ∼ 1
m log m

x−1

mnx∫
x

F (u) du при x → ∞. (1.11)

Для предела W имеет место асимптотика

P{W > x} ∼
∞∑
i=0

miF (mi+1x) ∼ 1
m log m

x−1

∞∫
x

F (u) du при x → ∞. (1.12)

Асимптотика (1.12) уточняет утверждение теоремы 1.4 из [5], в которой было доказано, что
если E{Z1; Z1 > x} ∼ L(x) для некоторой медленно меняющейся функции L, удовлетворяющей
условию

∫ ∞
1 (L(x)/x) dx < ∞, то

E{W ; W > x} ∼ 1
m log m

∞∫
x

L(y)
y

dy.

Заметив, что F (x) = o
(
x−1

∫ ∞
x F (u) du

)
, выводим из теоремы 4, что для любого N ≥ 1

N∑
i=0

miF (mi+1x) = o
(
P(W > x)

)
при x → ∞.

Это означает, что “большие скачки” внутри любого фиксированного числа поколений не влия-
ют на образование больших значенийW . Более того, основной вклад в сумму

∑∞
i=0 miF (mi+1x)

(и, следовательно, в P{W > x}) вносят слагаемые с номерами i такими, что отношение∫ ∞
mix F (u) du/

∫ ∞
x F (u) du отделено от 0 и 1. Для конечных n имеется три различных режима

в зависимости от соотношения между n и x. Проиллюстрируем их на следующем примере.
Пример. Пусть F (x) ∼ x−1 log−p−1 x для некоторого p > 1. Тогда

L(x) :=

∞∫
x

F (y) dy ∼ 1
p

log−p x при x → ∞.
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Следовательно,

P{W > x} ∼ 1
m log m

x−1L(x) ∼ 1
pm log m

x−1 log−p x. (1.13)

Рассмотрим теперь конечные n. Во-первых, если n и x таковы, что n/ log x → ∞, то в
соответствии с (1.11)

P{Wn > x} ∼ 1
m log m

x−1
(
L(x) − L(mnx)

)
∼ 1

m log m
x−1L(x) ∼ 1

pm log m
x−1 log−p x.

Сравнив с (1.13), мы видим, что в этом случае асимптотики для P{Wn > x} и P{W > x}
одинаковы.

Во-вторых, если n и x таковы, что n/ log x → t ∈ (0,∞), то

L(mnx) ∼ 1
p
(log x + n log m)−p ∼ 1

p
log−p x(1 + t log m)−p.

Поэтому

P{Wn > x} ∼ 1
pm log m

x−1 log−p x
(
1 − (1 + t log m)−p

)
.

В этом случае мы видим, что P{Wn > x} и P{W > x} одного порядка, но с разными постоян-
ными множителями.

В-третьих, если n/ log x → 0, то в силу того, что log y ∼ log x равномерно по y ∈ [x,mnx],
имеем

P{Wn > x} ∼ 1
m log m

x−1

mnx∫
x

dy

y logp+1 y
∼ 1

m log m

1
x logp+1 x

mnx∫
x

dy

y
∼ nF (mx).

Следовательно, P{Wn > x} для таких значений n существенно меньше, чем P{W > x}.
Задача описания асимптотического поведения хвоста распределения для надкритических

процессов Гальтона–Ватсона тесно связана с задачей асимптотики хвоста распределения сум-
мы Sτ , остановленной в случайный момент времени, где случайное число слагаемых τ имеет
то же распределение, что и сами слагаемые ξ. Для случайных сумм единственный хорошо
изученный случай — это когда распределение τ существенно легче распределения ξ (см. [10]);
в этом случае стандартный ответ выглядит как P{Sτ > x} ∼ E τP{ξ > x} при x → ∞. Настоя-
щее исследование можно рассматривать в качестве первого шага в направлении общей задачи
для случайных сумм, когда хвосты момента остановки τ и одного слагаемого ξ сравнимы по
толщине.

Статья организована следующим образом. Раздел 2 посвящен оценкам сверху для хвостов
распределений сумм с нулевым средним в области больших уклонений. В разд. 4 они слу-
жат основой для оценок сверху для P{Wn > x}; более точно, мы сводим задачу нахождения
асимптотического поведения P{Wn > x} к аналогичной задаче для P{WN > x} при некото-
ром фиксированном N . Также оценки сверху из разд. 2 помогают вычислению асимптотики
P{WN > x} для фиксированного N . Оценки снизу для хвоста распределения числа потомков
в n-м поколении выводятся в разд. 3. В разд. 6 мы завершаем доказательства теорем 1, 2 и 3.
Наш подход, основанный на описании и вычислении вероятностей наиболее вероятных собы-
тий, приводящих к большим уклонениямWn, не работает в теореме 4, где конечен лишь первый
момент. В этом случае мы предлагаем аналитический метод доказательства, заимствованный
из [17] (см. разд. 7).
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2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ СУММ

Мы будем несколько раз использовать следующую версию теоремы 2(i) из [10], доказа-
тельство которой ровно такое же, как и оригинального результата. Всюду ниже η1, η2, . . . —
независимые случайные величины с общим распределением G и Tn := η1 + . . . + ηn.

Предложение 5. Пусть распределение G имеет отрицательное среднее a := E η1 < 0.
Если G ∈ S∗, то

P{Tn > x} ≤ (1 + o(1))nG(x)

при x → ∞ равномерно по n.

Это предложение помогает найти точную асимптотику P{Tn > x} в случае нулевого сред-
него для x/n > c > 0. Если же x = o(n), то предложение 5 не помогает оценить вероят-
ность P{Tn > x} в случае нулевого среднего. Поэтому в следующих двух предложениях мы
выводим грубые верхние оценки вероятностей больших уклонений для сумм с нулевым сред-
ним; этих грубых оценок будет вполне достаточно для наших целей. Первое предложение
посвящено распределениям типа правильно меняющихся, в то время как второе нацелено на
распределения типа Вейбулла. Выводя достаточно грубые оценки, мы ослабляем условия на
распределения скачков по сравнению с асимптотиками в работах [9, Theorems 8.1, 8.3] и [7,
Theorems 3.1.1, 4.1.2, 5.2.1].

Предложение 6. Пусть E η1 = 0, E{η2
1 ; η1 ≤ 0} < ∞ и G является доминируемо меня-

ющимся распределением.
Если для некоторого δ ∈ (0, 1)

E
{
η1+δ; η > 0

}
< ∞, (2.1)

то для любого δ′ ∈ (0, δ) существует c < ∞ такое, что P{Tn > x} ≤ cnG(x) для всех x > 0
и n ≤ x1+δ′ .

Если для некоторого δ > 0

E
{
η2+δ; η > 0

}
< ∞, (2.2)

то найдется c < ∞ такое, что P{Tn > x} ≤ cnG(x) для всех x > 0 и n ≤ x2/(c log x)
(эквивалентно, x ≥ c

√
n log n).

Доказательство. Пусть R(x) — функция риска для G, т.е. G(x) = e−R(x). Сначала дока-
жем, что доминируемое изменение влечет за собой оценку сверху

R(x) ≤ C + C log x, x ≥ 1, (2.3)

для некоторого C < ∞. Действительно, найдется c < ∞ такое, что G(x/2) ≤ ecG(x) для
всех x. Эквивалентно, R(x/2) ≥ R(x) − c, что влечет за собой R(x2−n) ≥ R(x) − cn. Для
n(x) := [log2 x] + 1 получаем

R(1) ≥ R
(
x2−n(x)

)
≥ R(x) − cn(x) = R(x) − c log2 x − c,

откуда и вытекает оценка сверху (2.3).
Для любых y < x хвост распределения суммы можно оценить следующим образом:

P{Tn > x} ≤ P
{
Tn > x, ηk > y для некоторого k ≤ n

}
+ P

{
Tn > x, ηk ≤ y для всех k ≤ n

}
≤

≤ nG(y) + e−λx
(
E

{
eλη1 ; η1 ≤ y

})n (2.4)
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для любого λ > 0 в силу экспоненциального неравенства Чебышева. Зафиксируем ε ∈ (0, 1).
Возьмем y := εx и λ := 2R(x)/x. Тогда e−λx = G(x)e−R(x) и

P{Tn > x} ≤ nG(y) + G(x)e−R(x)
(
E

{
eλη1 ; η1 ≤ y

})n
.

Оценим урезанный экспоненциальный момент:

E
{
eλη1 ; η1 ≤ y

}
= E

{
eλη1 ; η1 ≤ 1

λ

}
+ E

{
eλη1 ;

1
λ

≤ η1 ≤ y

}
. (2.5)

Так как eu ≤ 1 + u + 2u2 для всех u ≤ 1, то

E

{
eλη1 ; η1 ≤ 1

λ

}
≤ 1 + λ E

{
η1; η1 ≤ 1

λ

}
+ 2λ2

E

{
η2
1; η1 ≤ 1

λ

}
≤ 1 + 2λ2

E

{
η2
1 ; η1 ≤ 1

λ

}
(2.6)

ввиду того, что η1 имеет нулевое среднее.
Рассмотрим случай конечного второго момента, в котором получаем

E

{
eλη1 ; η1 ≤ 1

λ

}
≤ 1 + c1λ

2. (2.7)

Далее,

E

{
eλη1 ;

1
λ

< η1 ≤ y

}
≤ eλyG

(
1
λ

)
≤ eλy

E
{
η2+δ ; η > 0

}
λ2+δ

в силу условия (2.2) и неравенства Чебышева. Выберем ε > 0 настолько малым, что εC < δ/4.
Тогда ввиду оценки сверху (2.3)

eλy = eεx2R(x)/x ≤ c2x
δ/2

для некоторого c2 < ∞ и поэтому

E

{
eλη1 ;

1
λ

< η1 ≤ y

}
≤ c3λ

2. (2.8)

Вместе с (2.7) это влечет за собой, что

E
{
eλη1 ; η1 ≤ y

}
≤ 1 +

c4R
2(x)

x2
≤ ec4R2(x)/x2

для некоторого c4 < ∞. Следовательно,

P{Tn > x} ≤ nG(y) + G(x)e−R(x)ec4nR2(x)/x2 ≤ nG(y) + G(x)e−R(x)+R(x)(c5n log x/x2)

для некоторого c5 < ∞ ввиду (2.3). Отсюда в случае конечности момента порядка 2 + δ выте-
кает утверждение предложения для n ≤ x2/(c5 log x), если принять во внимание (1.2).

В случае, когда имеет место лишь условие (2.1), справедливо неравенство

E

{
η2
1; η1 ≤ 1

λ

}
≤ E{η2

1 ; η1 ≤ 0} +
E{η1+δ

1 ; η1 > 0}
λ1−δ

и мы выводим из оценки (2.6), что

E

{
eλη1 ; η1 ≤ 1

λ

}
≤ 1 + c6λ

1+δ.
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Аналогично (2.8)

E

{
eλη1 ;

1
λ

≤ η1 ≤ y

}
≤ c7

x1+δ′

в силу условия (2.1). Тогда

E
{
eλη1 ; η1 ≤ y

}
≤ 1 +

c8

x1+δ′
≤ ec8/x1+δ′

,

поскольку R(x) ≤ c9 log x ввиду (2.3). Следовательно,

P{Tn > x} ≤ nG(y) + G(x)e−R(x)ec8n/x1+δ′
,

и случай конечного первого момента доказан. �
Предложение 7. Пусть распределение G имеет нулевое среднее, E η1 = 0 и все момен-

ты конечны, E |η1|k < ∞, k = 1, 2, . . . . Пусть R(x) — функция риска G, т.е. G(x) = e−R(x).
Предположим, что для любого ε > 0 найдется x0 такое, что

R(x)
x

≤ (1 + ε)R(z)
z

для всех x ≥ z ≥ x0. (2.9)

Тогда для любого 0 < ε < 1 существует c = c(ε) < ∞ такое, что

P{Tn > x} ≤ (n + 1)G(y)

для всех x > 0, y ≤ (1 − ε)x и n таких, что nR(y)/x2 ≤ 1/c.
Доказательство. Возьмем λ := (1 + ε)R(y)/x. Тогда e−λx = e−(1+ε)R(y).
Благодаря условию (2.9)

λz = (1 + ε)
R(y)

y

y

x
z ≤ (1 − ε2)

R(y)
y

z ≤
(

1 − ε2

2

)
R(z)

для всех достаточно больших z ≤ y. Следовательно,

E

{
eλη1 ;

1
λ

< η1 ≤ y

}
≤ E

{
e(1−ε2/2)R(η1);

1
λ

< η1

}
≤ −

∞∫
1/λ

e(1−ε2/2)R(z) de−R(z) =

=

∞∫
1/λ

e−ε2R(z)/2 dR(z) =
2e−ε2R(1/λ)/2

ε2
.

Принимая во внимание, что для любого α > 0 справедливо e−R(x) = o(1/xα) при x → ∞,
получаем

E

{
eλη1 ;

1
λ

< η1 ≤ y

}
= o(λ2) при y → ∞. (2.10)

Подставляя (2.7) и (2.10) в (2.5), получаем неравенство

E
{
eλη1 ; η1 ≤ y

}
≤ 1 +

cR2(y)
x2

≤ ecR2(y)/x2

для некоторого c < ∞. Следовательно,

P{Tn > x} ≤ nG(y) + e−(1+ε)R(y)ec1nR2(y)/x2 ≤ nG(y) + e−R(y) = (n + 1)G(y)
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в той зоне значений параметров, где c1nR(y)/x2 ≤ ε, так что доказательство требуемой оценки
сверху завершено. �

В приведенном доказательстве распределение G на множестве (−∞, 1/λ] влияет на оценку
сверху только через второй момент. Хвост G влияет на оценку сверху через значения в точках
правее 1/λ. Имея это в виду, сформулируем следующую равномерную версию предыдущего
предложения для семейства распределений, хвосты которых доминируются хвостом G начиная
с некоторой точки.

Следствие 8. Пусть выполнены все условия предложения 7. Пусть G(v) — семей-
ство распределений, зависящих от параметра v ∈ V, таких, что найдется x1 такое, что
G(v)(x) ≤ G(x) для всех x > x1 и v ∈ V . Пусть каждое G(v) имеет нулевое среднее значение,
а вторые моменты ограничены. Тогда для любого 0 < ε < 1 существует c = c(ε) < ∞ такое,
что

(G(v))∗n(x) ≤ (n + 1)G(v)(y)

для всех v ∈ V, x > 0, y ≤ (1 − ε)x и n таких, что nR(y)/x2 ≤ 1/c.

3. ОЦЕНКИ СНИЗУ

Лемма 9. Пусть E ξ log ξ < ∞. Тогда для любого ε > 0

P{Wn > x} ≥ (1 + o(1))
n−1∑
i=0

miF
(
mi+1(1 + ε)x

)

при x → ∞ равномерно по n ≥ 1.

Доказательство. Рассмотрим следующую убывающую последовательность событий:

Bk(x) :=
{
Zj ≤ mjx для всех j ≤ k

}
.

Так как Zj/m
j → W п.н. при j → ∞, то

inf
k≥1

P{Bk(x)} → 1 при x → ∞. (3.1)

События

Ak(x) :=
{
Bk(x), ξ

(k)
i > mk+1(1 + ε)x для некоторого i ≤ Zk

}
не пересекаются, что влечет за собой оценку снизу

P{Wn > x} ≥
n−1∑
k=0

P
{
Zn > mnx | Ak(x)

}
P{Ak(x)}. (3.2)

Начнем с оценки вероятности

P{Ak(x)} =
mkx∑
j=0

P{Bk(x), Zk = j}P
{
ξ
(k)
i > mk+1(1 + ε)x для некоторого i ≤ j

}
=

=
mkx∑
j=0

P{Bk(x), Zk = j}
(
1 −

(
1 − F (mk+1(1 + ε)x)

)j )
.
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Поскольку E ξ log ξ < ∞, ввиду неравенства Чебышева имеем

P
{
ξ > mk+1(1 + ε)x

}
≤ E ξ log ξ

mk+1x log x
= o

(
1

mkx

)
при x → ∞ равномерно по k.

Поэтому (
1 − F (mk+1(1 + ε)x)

)j = 1 − jF (mk+1(1 + ε)x)(1 + o(1))

при x → ∞ равномерно по k ≥ 0 и j ≤ mkx. Следовательно,

P{Ak(x)} = (1 + o(1))F (mk+1(1 + ε)x)
mkx∑
j=0

jP
{
Bk(x), Zk = j

}

при x → ∞ равномерно по k ≥ 0. Теорема Кестена–Стигума (см., например, [1, Theorem 2.1])
утверждает, в частности, что E ξ log ξ < ∞ тогда и только тогда, когда семейство случайных
величин {Wn, n ≥ 0} равномерно интегрируемо. Следовательно, из (3.1) вытекает, что

E
{
Wk; Bk(x), Wk ≤ x

}
→ 1 при x → ∞ равномерно по k.

По этой причине

mkx∑
j=0

jP
{
Bk(x), Zk = j

}
= E

{
Zk; Bk(x), Zk ≤ mkx

}
= mk

E
{
Wk; Bk(x), Wk ≤ x

}
∼ mk

при x → ∞ равномерно по k ≥ 0. Поэтому равномерно по k ≥ 0

P{Ak(x)} = (1 + o(1))mkF (mk+1(1 + ε)x) при x → ∞. (3.3)

Далее докажем, что

inf
n≥1, k≤n−1

P
{
Zn > mn(1 + ε)x | Ak(x)

}
→ 1 при x → ∞. (3.4)

Действительно, в силу марковского свойства

P
{
Zn > mnx | Ak(x)

}
≥ P

{mk+1(1+ε)x∑
j=1

Zn−k−1,j > mnx

}
= P

{mk+1(1+ε)x∑
j=1

Wn−k−1,j > mk+1x

}
,

где Zn−k−1,j — независимые копии Zn−k−1, а Wn−k−1,j — независимые копии Wn−k−1. Посколь-
ку семейство {Wn} равномерно интегрируемо и E Wn = 1 для любого n, можно применить
закон больших чисел, в силу которого

1
mk+1x

mk+1(1+ε)x∑
j=1

Wn−k−1,j
p−→ (1 + ε) E Wn−k−1 = 1 + ε

при x → ∞ равномерно по n ≥ 1 и k ≤ n − 1. Следовательно,

P

{
mk+1(1+ε)x∑

j=1

Wn−k−1,j > mk+1x

}
→ 1,
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что обосновывает сходимость (3.4). Подставляя (3.3) и (3.4) в (3.2), выводим требуемую рав-
номерную по n оценку снизу. �

Лемма 10. Пусть второй момент распределения F конечен, σ2 := Var ξ1 < ∞. Тогда
для любого A > 0

P{Wn > x} ≥
(

1 − σ2

(m2 − m)A2
+ o(1)

) n−1∑
i=0

miF
(
mi+1x + A

√
mi+1x

)
(3.5)

при x → ∞ равномерно по n.
В частности, если дополнительно распределение F является

√
x-нечувствительным, то

P{Wn > x} ≥ (1 + o(1))
n−1∑
i=0

miF (mi+1x) при x → ∞ равномерно по n. (3.6)

Доказательство. Пусть события Bk(x) определены как ранее, а

Ak(x) :=
{
Bk(x), ξ

(k)
i > mk+1x + A

√
mk+1x для некоторого i ≤ Zk

}
.

Эти события снова не пересекаются, что влечет за собой оценку снизу (3.2). Такие же вычис-
ления, как и в предыдущем доказательстве, приводят к равномерному по k ≥ 0 соотношению

P{Ak(x)} = (1 + o(1))mkF
(
mk+1x + A

√
mk+1x

)
при x → ∞. (3.7)

Остается показать, что

lim inf
x→∞

inf
n≥1, k≤n−1

P
{
Zn > mnx | Ak(x)

}
≥ 1 − σ2

(m2 − m)A2
. (3.8)

Действительно,

P
{
Zn > mnx | Ak(x)

}
≥ P

{
mk+1x+A

√
mk+1x∑

j=1

Zn−k−1,j > mnx

}
=

= P

{
mk+1x+A

√
mk+1x∑

j=1

Wn−k−1,j > mk+1x

}
=

= P

{
mk+1x+A

√
mk+1x∑

j=1

(Wn−k−1,j − 1) > −A
√

mk+1x

}
,

поскольку E Wn = 1. Применяя неравенство Чебышева, получаем

P
{
Zn > mnx | Ak(x)

}
≥ 1 − Var Wn−k−1

A2

mk+1x + A
√

mk+1x

mk+1x
= 1 − Var Wn−k−1

A2
(1 + o(1))

при x → ∞ равномерно по n ≥ 1 и k ≤ n − 1. Как вычислено в [15, Theorem 1.5.1],

Var Wn =
σ2(1 − m−n)

m2 − m
↑ σ2

m2 − m
= Var W при n → ∞,

что завершает доказательство (3.8). Подставляя (3.7) и (3.8) в (3.2), выводим оценку сни-
зу (3.5).
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Если F является
√

x-нечувствительным распределением, то, устремляя A к ∞, приходим
ко второй оценке снизу, сформулированной в лемме. �

Как ясно видно из доказательства леммы 10, в случае распределений Вейбулла с пара-
метром β ∈ (1/2, 1) хвост распределения Wn гарантированно тяжелее, чем F (mx). Поясним,
почему справедлива более точная оценка снизу (1.10), упомянутая во введении. Учитывая, что

W =
1
m

ξ∑
i=1

W (i),

где W (i) — независимые копии W , не зависящие от ξ, выводим

P{W > x} ≥ P

{
ξ∑

i=1

W (i) > mx; ξ ≥ Nx

}
≥ P{ξ > Nx}P

{
Nx∑
i=1

W (i) > mx

}
, (3.9)

где выбрано Nx := [mx − z(mx)β ], z > 0. Нетрудно видеть, что

P{ξ > Nx} ∼ e−(mx−z(mx)β )β
= e−(mx)β+βz(mx)2β−1+O(x3β−2). (3.10)

Ввиду логарифмической асимптотики для P{W > x} (см. первое утверждение теоремы 3)
имеем E e(1−ε)mβW β

< ∞ для любого ε > 0. Кроме того, x2β � Nx(xβ)β . Поэтому можно
применить теорему Нагаева [16, теорема 3]:

P

{
Nx∑
i=1

W (i) > mx

}
≥ P

{
Nx∑
i=1

(
W (i) − 1

)
> z(mx)β

}
= exp

{
− z2

2σ2
(mx)2β−1(1 + o(1))

}
. (3.11)

Объединяя (3.9)–(3.11), получаем

P{W > x} ≥ exp
{
−(mx)β +

(
βz − z2

2σ2

)
(mx)2β−1(1 + o(1))

}
.

Максимизируя βz − z2/2σ2, приходим к (1.10).

4. ОЦЕНКИ СВЕРХУ: СВЕДЕНИЕ К СЛУЧАЮ КОНЕЧНОГО ВРЕМЕНИ

Лемма 11. Пусть F — доминируемо меняющееся распределение, удовлетворяющее усло-
вию (1.3). Тогда для любого ε > 0 найдется N такое, что для всех n > N и всех достаточно
больших x

P{Wn > x} ≤ (1 + ε) P
{
WN > (1 − ε)x

}
.

Доказательство. Чтобы вывести эту оценку сверху, запишем для z < y

P

{
Zn−1∑
i=1

ξi > my

}
≤ P{Zn−1 > z} + P

{
Zn−1∑
i=1

ξi > my; Zn−1 ≤ z

}
, (4.1)

где величины ξi не зависят от Zn−1. Как вытекает из предложения 6 (при условии (2.1)) для
сумм с нулевым средним, ηi = ξi − m, для некоторого c < ∞

P

{
k∑

i=1

ξi > my

}
= P

{
k∑

i=1

(ξi − m) > m(y − k)

}
≤ ckF (m(y − k)) для всех k ≤ z
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при условии z ≤ (y − z)1+δ/2. Следовательно,

P

{
Zn−1∑
i=1

ξi > my; Zn−1 ≤ z

}
=

z∑
k=1

P{Zn−1 = k}P

{
k∑

i=1

ξi > my

}
≤

≤ c

z∑
k=1

P{Zn−1 = k}kF (m(y − k)) ≤

≤ c E Zn−1F (m(y − z)) = cmn−1F (m(y − z)). (4.2)

Подставляя это в (4.1) при y = mn−1x и z = mn−1(x − xn), получаем

P{Wn > x} ≤ P{Wn−1 > x − xn} + cmn−1F (mnxn),

если x − xn ≤ m(n−1)δ/2x
1+δ/2
n . Итерируя эту оценку сверху n − N раз, приходим к следующему

неравенству:

P{Wn > x} ≤ P
{
WN > x − xn − . . . − xN+1

}
+ c

n∑
k=N+1

mk−1F (mkxk), (4.3)

если x ≤ m(k−1)δ/2x
1+δ/2
k для всех k. Рассмотрим убывающую последовательность xk = x/k2.

Выберем N настолько большим, чтобы m(k−1)δ/2 ≥ k2+δ при всех k ≥ N + 1. Тогда (4.3) имеет
место для всех n ≥ N + 1 и

P{Wn > x} ≤ P

{
WN >

(
1 − 1

(N + 1)2
− . . . − 1

n2

)
x

}
+ c

n∑
k=N+1

mk−1F

(
mkx

k2

)
.

Выберем N настолько большим, чтобы дополнительно выполнялось
∑∞

k=N 1/k2 ≤ ε. Тогда

P{Wn > x} ≤ P
{
WN > (1 − ε)x

}
+ c

n∑
k=N+1

mk−1F

(
mkx

k2

)
.

Ввиду условия (1.3)

n∑
k=N+1

mk−1F

(
mkx

k2

)
≤ c1F (mx)

∞∑
k=N+1

mk−1

(mk−1/k2)1+δ
.

Увеличим теперь N настолько, чтобы выполнялось

c
n∑

k=N+1

mk−1F

(
mkx

k2

)
≤ εF (mx)

3
,

что влечет за собой

P{Wn > x} ≤ P
{
WN > (1 − ε)x

}
+

εF (mx)
2

.

Применяя лемму 9, выводим F (mx) ≤ (1 + o(1)) P{WN > (1 − ε)x} при x → ∞, так что

P{Wn > x} ≤ (1 + ε) P
{
WN > (1 − ε)x

}
для всех достаточно больших x, и доказательство завершено. �
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Из приведенных выше вычислений вытекает
Следствие 12. Пусть F — доминируемо меняющееся распределение, удовлетворяющее

условию (1.3). Тогда найдется константа c < ∞ такая, что P{Wn > x} ≤ cF (x) для всех n
и x.

Для доминируемо меняющихся распределений можно получить более точную оценку, ко-
торая будет полезна для класса распределений, более широкого нежели почти правильно ме-
няющиеся распределения. Мы делаем это в следующей лемме, при этом оценка, полученная в
предыдущем следствии, служит предварительной оценкой первого шага.

Лемма 13. Пусть E ξ2 < ∞, F — доминируемо меняющееся распределение, удовлетво-
ряющее условию (1.3). Тогда для любых γ > 1/2 и ε > 0 найдется N такое, что для всех
n > N и всех достаточно больших x

P{Wn > x} ≤ (1 + ε) P{WN > x − xγ}.

Доказательство. Здесь нам понадобятся более точные основанные на (4.2) оценки свер-
ху. Выберем δ ∈ (1/γ − 1, 1). Заметим сначала, что, как вытекает из предложения 6 при
условии (2.1) (которое выполнено в силу E ξ2 < ∞), оценка (4.2) теперь имеет место в более
широком временно́м интервале, а именно z ≤ (y − z)1+δ . Для таких z

P

{
Zn−1∑
i=1

ξi > my; Zn−1 ≤ z

}
≤ c

( z/2∑
k=1

+
z∑

k=z/2

)
P{Zn−1 = k}kF (m(y − k)) =: c(Σ1 + Σ2).

Имеем

Σ1 ≤ F
(
m

(
y − z

2

)) y/2∑
k=1

P{Zn−1 = k}k ≤ E Zn−1F
(my

2

)
≤ c1m

n−1F (my)

для некоторого c1 < ∞ в силу доминируемого изменения F . Далее,

Σ2 ≤ P

{
Zn−1 >

z

2

}
zF (m(y − z)) ≤ c2F

( z

2mn−1

)
zF (m(y − z)) ≤ c2c1F

( z

mn−1

)
zF (m(y − z))

ввиду следствия 12 и доминируемого изменения F . Собирая оценки для Σ1 и Σ2 при y = mn−1x
и z = mn−1(x − xn), получаем из (4.1)

P{Wn > x} ≤ P{Wn−1 > x − xn} + c1m
n−1F (mnx) + c3F (x − xn)mn−1xF (mnxn),

если выполнено x − xn ≤ m(n−1)δx1+δ
n . Итерируя эту верхнюю оценку n − N раз, приходим к

следующему неравенству:

P{Wn > x} ≤ P
{
WN > x − xn − . . . − xN+1

}
+ c1

n∑
k=N+1

mk−1F
(
mk(x − xn − . . . − xk+1)

)
+

+ c3

n∑
k=N+1

F (x − xn − . . . − xk)mk−1xF (mkxk), (4.4)

если x ≤ m(k−1)δx1+δ
k для всех k = n, . . . ,N + 1.

Возьмем теперь убывающую последовательность xk = xγm−kδ/2. Поскольку γ > 1/2 и
δ ∈ (1/γ − 1, 1), выполнено неравенство xγ(1+δ) > x. Тогда (4.4) имеет место для любого
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n ≥ N + 1 и мы получаем

P{Wn > x} ≤ P

{
WN > x −

(
1

(N + 1)2
+ . . . +

1
n2

)
xγ

}
+

+ c1

n∑
k=N+1

mk−1F

(
mk

(
x −

(
1
n2

+ . . . +
1

(k + 1)2

)
xγ

))
+

+ c3

n∑
k=N+1

F

(
x −

(
1
n2

+ . . . +
1
k2

)
xγ

)
mk−1xF

(
mkxγ

k2

)
.

Выберем N настолько большим, чтобы
∑∞

k=N+1 1/k2 ≤ 1. Тогда

P{Wn > x} ≤ P
{
WN > x − xγ

}
+ c1F (x − xγ)

n∑
k=N+1

mk−1 F (mk(x − xγ))
F (x − xγ)

+

+ c3F (x − xγ)
n∑

k=N+1

mk−1xF

(
mkxγ

k2

)
.

Ввиду условия (1.3)
n∑

k=N+1

mk−1 F (mk(x − xγ))
F (x − xγ)

≤ c4

∞∑
k=N+1

mk−1

mk(1+δ)
→ 0

и
n∑

k=N+1

mk−1xF

(
mkxγ

k2

)
≤ c4xF (xγ)

n∑
k=N+1

mk−1

(mk/k2)1+δ
≤ c4 E ξ2x1−2γ

∞∑
k=N+1

mk−1

(mk/k2)1+δ
→ 0

при N → ∞. Принимая во внимание, что F (x − xγ) ≤ c5F (mx), и увеличивая в меру необхо-
димости N , выводим следующую оценку:

P{Wn > x} ≤ P
{
WN > x − xγ

}
+

εF (mx)
2

.

Применяя теперь лемму 9, получаем F (mx) ≤ (1 + o(1)) P{WN > x} при x → ∞, так что

P{Wn > x} ≤ (1 + ε) P
{
WN > x − xγ

}
для всех достаточно больших x, что завершает доказательство. �

Отметим, что утверждение леммы 11 справедливо не только для почти правильно меняю-
щихся распределений, но также и для распределений Вейбулла; более точно, имеет место

Лемма 14. Пусть F (x) = e−R(x), где R(x) удовлетворяет условию (2.9) и R(x)/x → 0.
Пусть выполнено условие (1.3). Тогда для любого ε > 0 найдется N такое, что

P{Wn > x} ≤ (1 + ε) P
{
WN > (1 − ε)x

}
для всех n > N и всех достаточно больших x.

Доказательство похоже на доказательство леммы 11. Исходным опять является нера-
венство (4.1). Как вытекает из предложения 7 для сумм с нулевым средним, ηi = ξi − m, для
некоторого c < ∞ справедливо

P

{
k∑

i=1

ξi > my

}
= P

{
k∑

i=1

(ξi − m) > m(y − k)

}
≤ ckF

((
m − ε

2

)
(y − k)

)
для всех k ≤ z,
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если z ≤ (y − z)2/(cR(y − z)). Следовательно,

P

{
Zn−1∑
i=1

ξi > my; Zn−1 ≤ z

}
≤ c E Zn−1F

((
m − ε

2

)
(y − z)

)
= cmn−1F

((
m − ε

2

)
(y − z)

)
.

Подставляя это в (4.1) при y = mn−1x и z = mn−1(x − xn), получаем

P{Wn > x} ≤ P
{
Wn−1 > x − xn

}
+ cmn−1F

((
m − ε

2

)n
xn

)
,

если x − xn ≤ mn−1x2
n/(cR(mn−1xn)). Итерируя эту оценку сверху n − N раз, приходим к

следующему неравенству:

P{Wn > x} ≤ P
{
WN > x − xn − . . . − xN+1

}
+ c

n∑
k=N+1

mk−1F
((

m − ε

2

)k
xk

)
, (4.5)

если x − xk ≤ mk−1x2
k/(cR(mk−1xk)) для всех k = n, . . . ,N + 1. Рассмотрим убывающую по-

следовательность xk = x/k2. Выберем N настолько большим, чтобы mk−1x/k2 ≥ R(mk−1x/k2)
для всех k ≥ N + 1; это возможно в силу R(z)/z → 0 при z → ∞. Тогда (4.5) имеет место для
любого n ≥ N + 1 и мы получаем

P{Wn > x} ≤ P

{
WN >

(
1 − 1

(N + 1)2
− . . . − 1

n2

)
x

}
+ c

n∑
k=N+1

mk−1F
((

m − ε

2

)k x

k2

)
.

Возьмем ε > 0 настолько малым, чтобы m < (m − ε/2)1+δ , где δ > 0 взято из условия (1.3).
Тогда окончание доказательства повторяет доказательство леммы 11. �

5. АСИМПТОТИКИ, ОТНОСЯЩИЕСЯ К КОНЕЧНОМУ ВРЕМЕНИ

Как вытекает из [10, Sect. 6], для почти правильно меняющегося распределения F для
любого фиксированного n справедливо

P{Wn > x} ∼
n−1∑
i=0

miF (mi+1x) при x → ∞. (5.1)

В случае конечности второго момента ξ можно распространить этот результат на более широ-
кий класс распределений следующим образом.

Лемма 15. Пусть E ξ2 < ∞ и F — доминируемо меняющееся распределение. Если F
является xγ-нечувствительным для некоторого γ > 1/2, то эквивалентность (5.1) имеет
место для любого фиксированного n.

Доказательство. Во-первых, лемма 10 обеспечивает правильную оценку снизу. Оценка
сверху будет доказана по индукции. Она верна при n = 1. Предположим, что для некоторого n

P{Wn > x} ≤ (1 + o(1))
n−1∑
i=0

miF (mi+1x) при x → ∞. (5.2)
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Докажем, что тогда (5.2) верно и при n + 1. Начнем с неравенства

P{Wn+1 > x} = P

{
Zn∑
i=1

ξi > mn+1x

}
≤

≤ P
{
Zn > mn(x − xγ)

}
+ P

{
Zn∑
i=1

ξi > mn+1x;
mnx

2
< Zn ≤ mn(x − xγ)

}
+

+ P

{
Zn∑
i=1

ξi > mn+1x; mnxγ < Zn ≤ mnx

2

}
+ P

{
Zn∑
i=1

ξi > mn+1x; Zn ≤ mnxγ

}
=:

=: P1 + P2 + P3 + P4,

где ξi не зависят от Zn. В силу индукционного предположения и того, что F является xγ-нечув-
ствительным,

P1 = P
{
Wn > x − xγ

}
≤ (1 + o(1))

n−1∑
i=0

miF (mi+1(x − xγ)) ∼
n−1∑
i=0

miF (mi+1x) при x → ∞.

Возьмем δ ∈ (1/γ − 1, 1). Все значения k, не превосходящие mnx, пренебрежимо малы по
сравнению с y1+δ, где y = mn+1xγ , γ > 1/2. Следовательно, по предложению 6 найдется c < ∞
такое, что

P

{
k∑

i=1

(ξi − m) > mk+1x − km

}
≤ ckF (mn+1x − km)

для достаточно больших x и всех k ≤ mn(x − xγ).
Таким образом, для достаточно больших x

P2 =
mn(x−xγ)∑
k=mnx/2

P{Zn = k}P

{
k∑

i=1

(ξi − m) > mn+1x − km

}
≤

≤ c

mn(x−xγ)∑
k=mnx/2

P{Zn = k}kF (mn+1x − km) ≤

≤ cmnxP

{
Zn ≥ mnx

2

}
F (mn+1xγ).

Так как E ξ2 < ∞ и γ > 1/2, то xF (mn+1xγ) → 0 при x → ∞. Следовательно, при x → ∞

P2 = o
(
P

{
Wn ≥ x

2

})
= o

(
F

(mx

2

))
= o(F (mx))

ввиду индукционного предположения (5.2) и доминируемого изменения F .
Далее, для достаточно больших x

P3 ≤ c

mnx/2∑
k=mnxγ

P{Zn = k}kF (mn+1x − km) ≤ c E
{
Zn; Zn > mnxγ

}
F

(
mn+1x

2

)
=

= o(F (mx)) при x → ∞

опять ввиду доминируемого изменения F .
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Наконец,

P4 =
mnxγ∑
k=1

P{Zn = k}P

{
k∑

i=1

(ξi − 2m) > mn+1x − 2km

}
.

Распределение F является доминируемо меняющимся и имеет длинный хвост (нечувстви-
тельно относительно констант); поэтому оно принадлежит классу S∗ (см., например, [13,
Theorem 3.29]). Кроме того, аргумент mn+1x − 2km стремится к бесконечности при x → ∞
равномерно по k ≤ mxγ . Это позволяет применить предложение 5 к случайным величинам
ηi := ξi − 2m с отрицательным средним значением; поэтому равномерно по k ≤ mxγ

P

{
k∑

i=1

(ξi − 2m) > mn+1x− 2km

}
≤ (1 + o(1))kF (mn+1x− 2km) ∼ kF (mn+1x) при x → ∞,

потому что F является xγ-нечувствительным. Следовательно,

P4 ∼ F (mn+1x)
mnxγ∑
k=1

P{Zn = k}k ∼ F (mn+1x) E Zn = mnF (mn+1x).

Объединяя оценки P1, . . . , P4, выводим, что

P{Wn+1 > x} ≤ P{Wn > mx} + mnF (mn+1x) + o(F (mx)) при x → ∞,

и индукционное предположение (5.2) завершает доказательство. �
Если распределение F является быстро меняющимся, то

∞∑
i=0

miF (mi+1x) ∼ F (mx) при x → ∞. (5.3)

Действительно, зафиксируем ε > 0 и выберем x(ε) таким образом, чтобы F (mx) ≤ εF (x) для
всех x > x(ε). Тогда для x > x(ε)

∞∑
i=1

miF (mi+1x) ≤
∞∑
i=1

(mε)iF (mx) =
mε

1 − mε
F (mx).

Постоянный множитель в правой части можно сделать сколь угодно малым выбором подхо-
дящего ε, так что эквивалентность (5.3) доказана.

Лемма 16. Пусть F (x) = e−R(x), где R(x) правильно меняется с показателем β ∈
∈ (0, 1/2). В случае β ∈ [(3 −

√
5)/2, 1/2) предположим также, что выполнено условие (1.8).

Кроме того, пусть F ∈ S∗. Тогда для любого фиксированного n

P{Wn > x} ∼ F (mx) при x → ∞.

Доказательство. Поскольку β < 1/2, распределение F является
√

x-нечувствительным,
что по лемме 10 влечет за собой оценку снизу P{Wn > x} ≥ (1 + o(1))F (mx) при x → ∞.

Чтобы доказать оценку сверху, применим рассуждения по индукции. Для n = 1 имеем
равенство P{W1 > x} = F (mx). Предположим теперь, что P{Wn > x} ∼ F (mx) для некоторого
n ≥ 1. Докажем, что тогда это верно и для n + 1.

Если β < (3 −
√

5)/2, то интервал (1/(2 − β), 1 − β) непуст; в этом случае возьмем γ1 = γ2 ∈
∈ (1/(2 − β), 1 − β). Если β ∈ [(3 −

√
5)/2, 1/2), то 1/(2 − β) ≥ 1 − β и выберем γ1 ∈ (1/2, 1 − β)
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и γ2 > 1/(2 − β), так что γ2 ≥ γ1. Поскольку γ1 < 1 − β, распределение F является xγ1-нечув-
ствительным. Начнем с неравенства

P

{
Zn∑
i=1

ξi > mn+1x

}
≤ P

{
Zn > mn(x − xγ1)

}
+ P

{
Zn∑
i=1

ξi > mn+1x; Zn ≤ mn(x − xγ1)

}
=:

=: P1 + P2,

где ξi не зависят от Zn. В силу индукционного предположения и того, что F является xγ1-нечув-
ствительным,

P1 ∼ F (m(x − xγ1)) ∼ F (mx) при x → ∞.

Остается показать, что P2 = o(F (mx)) при x → ∞. Исходным является разложение

P2 =

(
mn(x−xγ2 )−1∑

k=0

+
mn(x−xγ1 )∑

k=mn(x−xγ2 )

)
P{Zn = k}P

{
k∑

i=1

(ξi − m) > mn+1x − km

}
=: P21 + P22.

В первой сумме P21 имеем mn+1x − mk ≥ mn+1xγ2 
 x1/(2−β) ввиду выбора γ2 > 1/(2 − β).
Функция R(x)/x2 правильно меняется с показателем β − 2. Следовательно, при x → ∞ полу-
чаем kR(mn+1x − km)/(mn+1x − km)2 → 0 равномерно по k ≤ mn(x − xγ2). Это наблюдение
вместе с правильным изменением R(x) позволяет применить предложение 7 с y = (1 − ε)x,
которое гарантирует, что

P

{
k∑

i=1

(ξi − m) > mn+1x − mk

}
≤ kF

(
(mn+1x − mk)(1 − ε)

)

для достаточно больших x и всех k ≤ mn(x − xγ2). Следовательно, для достаточно больших x

P21 ≤
mn(x−xγ2 )∑

k=0

P{Zn = k}kF
(
(mnx − k)m(1 − ε)

)
.

Выберем ε > 0 настолько малым, чтобы m(1 − ε) > 1. Тогда, в силу быстрого изменения F ,
при x → ∞

F
(
(mnx − k)m(1 − ε)

)
= o(F (mnx − k)) равномерно по k ≤ mn(x − xγ2).

Кроме того, в силу индукционного предположения

P{Zn = k} ≤ P

{
Wn ≥ k

mn

}
≤ cF

(
k

mn−1

)

для некоторого c < ∞. Следовательно, при x → ∞

P21 ≤ o(1)

mn(x−xγ2 )∫
0

yF
( y

mn−1

)
F (mnx − y) dy = o(1)

m(x−xγ2 )∫
0

yF (y)F (mn−1(mx − y)) dy.

Поскольку mn−1 ≥ 1 и β > 0, имеем

yF(mn−1(mx − y)) = o(F (mx − y))

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2013, т. 282 20*



308 В.И. ВАХТЕЛЬ и др.

при x → ∞ равномерно по y ≤ m(x − xγ2). Следовательно,

P21 ≤ o(1)

mx∫
0

F (y)F (mx − y) dy.

Включение F ∈ S∗ означает, что

mx∫
0

F (y)F (mx − y) dy ∼ 2F (mx)

∞∫
0

F (y) dy при x → ∞,

что, наконец, влечет за собой P21 = o(F (mx)). В случае β < (3 −
√

5)/2 это завершает доказа-
тельство, поскольку тогда γ1 = γ2 и P22 = 0.

Если β < 1/2, то остается доказать, что также и P22 = o(F (mx)). Имеем

P22 =
mnxγ2∑

k=mnxγ1

P
{
Zn = mnx − k

}
P

{
mnx−k∑

i=1

(ξi − m) > mk

}
.

В силу индукционного предположения

P
{
Zn = mnx − k

}
≤ P

{
Wn ≥ x − k

mn

}
∼ F

(
mx − k

mn−1

)
,

так что

P22 ≤ c1

mnxγ2∑
k=mnxγ1

F

(
mx − k

mn−1

)
(mnx − k + 1)F (yk)

для любого yk, удовлетворяющего неравенствам yk ≤ mk/2 и mnx − k ≤ (mk)2/cR(yk), где
c = c(1/2) определено в предложении 7. Выберем γ ∈ (2β, 1) так, чтобы выполнялись неравен-
ства

1
γ1

− 1 < γ <
1
γ2

− 1 + β, (5.4)

что возможно, если мы выберем γ2 > 1/(2 − β) достаточно близким к 1/(2 − β). Тогда
возьмем yk как решение уравнения R(yk) = m2−nk1+γ/cx = c2k

1+γ/x. При таком выборе
yk ≤ mk/2 для k ≤ mnxγ2 при достаточно больших x (ввиду правого неравенства в (5.4)) и
mnx − k ≤ (mk)2/(cR(yk)).

Далее, поскольку F (yk) = e−R(yk),

P22 ≤ c3x

mnxγ2∑
k=mnxγ1

F

(
mx − k

mn−1

)
F (yk) ≤ c3xF (mx)

mnxγ2∑
k=mnxγ1

eR(mx)−R(mx−k/mn−1)−R(yk).

Виду условия (1.8) на приращения R и правильного изменения R имеем

R(x) − R(y)
x − y

≤ c4
R(x)

x
, x ≥ y ≥ 1,

что влечет за собой

R(mx) − R

(
mx − k

mn−1

)
− R(yk) ≤

c5kR(mx)
x

− c2k
1+γ

x
=

(c5R(mx) − c2k
γ)k

x
.
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Так как R(mx) правильно меняется с показателем β < 1/2 и k ≥ mnxγ1 , выбор γ1 ∈ (1/2, 1 − β)
и γ ∈ (2β, 1) обеспечивает R(mx) = o(k). Следовательно,

R(mx) − R

(
mx − k

mn−1

)
− R(yk) ≤ − c6k

1+γ

x
,

откуда вытекает

P22 ≤ c4xF (mx)
∞∑

k=mnxγ1

e−c6k1+γ/x = o(F (mx)) при x → ∞

в силу γ1(1 + γ) > 1 и левого неравенства в (5.4). Объединяя вместе все оценки, выводим
соотношение P2 = o(F (mx)), и поэтому P{Wn+1 > x} ∼ P1 ∼ F (mx) при x → ∞, что завершает
доказательство. �

6. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ 1, 2 И 3

Доказательство теоремы 1. Оценки (1.4) вытекают из леммы 9 и следствия 12. Осталь-
ные утверждения вытекают из эквивалентности (5.1) и из лемм 9 и 11. �

Доказательство теоремы 2 вытекает из лемм 15, 10 и 13. �
Доказательство теоремы 3. Оценка снизу в случае общего β < 1 вытекает из лем-

мы 9. Оценка сверху вытекает из леммы 14, которая сводит задачу к конечному времени N и
последующим индукционным аргументам типа

P{WN > x} = P

{
ξ∑

i=1

W
(i)
N−1 > mx

}
≤ P

{
ξ > mx(1 − ε)

}
+ P

{
ξ∑

i=1

W
(i)
N−1 > mx; ξ ≤ mx(1 − ε)

}
,

где W
(1)
N−1,W

(2)
N−1, . . . — независимые копии WN−1. Предполагая, что хвост распределения

WN−1 не тяжелее, чем cF ((1 − ε)x), мы можем оценить вторую вероятность следующим обра-
зом:

P

{
ξ∑

i=1

W
(i)
N−1 > mx; ξ ≤ mx(1 − ε)

}
=

mx(1−ε)∑
k=1

P{ξ = k}P

{
k∑

i=1

(
W

(i)
N−1 − k

)
> mx − k

}
.

По предложению 7

P

{
k∑

i=1

(
W

(i)
N−1 − k

)
> mx − k

}
≤ (k + 1)F

(
(1 − ε)(mx − k)

)

при x → ∞ равномерно по k ≤ mx(1 − ε); заметим, что условие k ≤ mx(1 − ε) влечет за собой
mx − k ≥ mxε и поэтому выполнены оба условия предложения 7. Следовательно,

mx(1−ε)∑
k=1

P{ξ = k}P

{
k∑

i=1

(
W

(i)
N−1 − k

)
> mx − k

}
≤ 2

mx(1−ε)∑
k=1

P{ξ = k}kF
(
(1 − ε)(mx − k)

)
=

= o
(
F (m(1 − 2ε)x)

)
при x → ∞ ввиду стандартных свойств распределений типа Вейбулла. Это завершает доказа-
тельство оценки в случае β < 1.
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В случае β < 1/2 распределение F является
√

x-нечувствительным, что по лемме 10 влечет
за собой оценку снизу P{Wn > x} ≥ (1 + o(1))F (mx) при x → ∞.

Докажем теперь оценку сверху для случая β < 1/2. Фиксируем ε > 0. По лемме 14 най-
дем N такое, что для всех n > N и всех достаточно больших x

P{Wn > x} ≤ (1 + ε) P
{
WN > (1 − ε)x

}
.

Как и в доказательстве леммы 16, возьмем γ ∈ (1/(2 − β), 1 − β), так что F является xγ-нечув-
ствительным. Используем разложение для n > N + 1

P{Wn > x} ≤ P
{
ξ > m(x − xγ)

}
+ P

{
ξ∑

i=1

W
(i)
n−1 > mx; ξ ≤ m(x − xγ)

}
=: P1 + P2.

Поскольку F является xγ-нечувствительным,

P1 = P
{
ξ > m(x − xγ)

}
∼ F (mx) при x → ∞.

Далее используем лемму 14, которая применима, поскольку n − 1 > N : для всех достаточно
больших y

P{Wn−1 > y} ≤ (1 + ε) P
{
WN > (1 − ε)y

}
≤ (1 + 2ε)F ((1 − ε)my)

ввиду леммы 16. Выберем ε > 0 настолько малым, чтобы m∗ := (1 − ε)m > 1, что возможно
ввиду m > 1. Семейство {Wn−1 − 1, n > N + 1} удовлетворяет условиям следствия 8, которое,
в свою очередь, позволяет доказать, что P2 = o(F (mx)) при x → ∞ равномерно по n > N + 1;
для этого достаточно повторить доказательство леммы 16. �

7. СЛУЧАЙ ПРАВИЛЬНО МЕНЯЮЩЕГОСЯ ХВОСТА С ПОКАЗАТЕЛЕМ −1;
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4

Как доказано в лемме 9, для любого ε > 0

P{Wn > x} ≥ (1 + o(1))
n−1∑
k=0

mkF
(
mk+1(1 + ε)x

)

при x → ∞ равномерно по n ≥ 1. Поскольку F правильно меняется, отсюда можно вывести,
что

P{Wn > x} ≥ (1 + o(1))
n−1∑
k=0

mkF (mk+1x)

при x → ∞ равномерно по n ≥ 1. Поэтому остается доказать следующую оценку сверху: для
любого фиксированного ε > 0

P{Wn > x} ≤ (1 + o(1))
n−1∑
k=0

mkF
(
mk+1x(1 − ε)

)
. (7.1)

Здесь не работает метод доказательства оценок сверху, основанный на лемме 11, поскольку
он существенно опирается на условие (1.3). По этой причине мы используем другой подход.
Определим события

Ak(x) :=
{
ξ
(k)
i > mk+1x(1 − ε) для некоторого i ≤ Zk

}
.
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Ясно, что
P
{
Ak(x) |Zk = j

}
≤ jF

(
mk+1x(1 − ε)

)
, j ≥ 1.

Следовательно, P{Ak(x)} ≤ mkF (mk+1x(1 − ε)) и

P

{
n−1⋃
k=0

Ak(x)

}
≤

n−1∑
k=0

P{Ak(x)} ≤
n−1∑
k=0

mkF
(
mk+1x(1 − ε)

)
.

Ввиду этой эквивалентности и оценки сверху

P{Wn > x} ≤ P

{
Wn > x,

n−1⋂
k=0

Ak(x)

}
+ P

{
n−1⋃
k=0

Ak(x)

}

заключаем, что (7.1) будет обосновано, если для любого фиксированного ε > 0 докажем соот-
ношения

P

{
Wn > x,

n−1⋂
k=0

Ak(x)

}
= o

(
n−1∑
k=0

mkF (mk+1x)

)
(7.2)

при x → ∞ равномерно по n ≥ 1. По неравенству Чебышева для любого λ > 0

P

{
Wn > x,

n−1⋂
k=0

Ak(x)

}
≤

E
{
eλZn − 1;

⋂n−1
k=0 Ak(x)

}
eλmnx − 1

=

=
E
{
eλZn ;

⋂n−1
k=0 Ak(x)

}
− 1

eλmnx − 1
+

P
{⋃n−1

k=0 Ak(x)
}

eλmnx − 1
,

так что соотношение (7.2) будет вытекать из существования λ = λn(x) такого, что

λmnx → ∞ (7.3)

и
E

{
eλZn ;

⋂n−1
k=0 Ak(x)

}
− 1

eλmnx − 1
= o

(
n−1∑
k=0

mkF (mk+1x)

)
. (7.4)

Чтобы найти λ = λn(x), удовлетворяющее (7.3) и (7.4), построим подходящие экспоненци-
альные оценки для ограниченных случайных величин. Возьмем λnn > 0 и рассмотрим следу-
ющий экспоненциальный момент:

E

{
eλnnZn ;

n−1⋂
k=0

Ak(x)

}
=

∞∑
i=1

E

{
eλnnZn ;

n−1⋂
k=0

Ak(x), Zn−1 = i

}
=

=
∞∑
i=1

E

{
eλnn(ξ

(n−1)
1 +...+ξ

(n−1)
i ); An−1(x),

n−2⋂
k=0

Ak(x), Zn−1 = i

}
.

Заметим, что события
⋂n−2

k=0 Ak(x) и Zn−1 = i не зависят от ξ(n−1). Следовательно,

E

{
eλnnZn ;

n−1⋂
k=0

Ak(x)

}
=

∞∑
i=1

E

{
eλnn(ξ

(n−1)
1 +...+ξ

(n−1)
i ); An−1(x)

}
P

{
n−2⋂
k=0

Ak(x), Zn−1 = i

}
=

=
∞∑
i=1

(
E

{
eλnnξ; ξ ≤ mnx(1 − ε)

})i
P

{
n−2⋂
k=0

Ak(x), Zn−1 = i

}
.
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Если положить
λn,n−1 := log E

{
eλnnξ; ξ ≤ mnx(1 − ε)

}
,

то получим рекурсивное равенство

E

{
eλnnZn ;

n−1⋂
k=0

Ak(x)

}
= E

{
eλn,n−1Zn−1 ;

n−2⋂
k=0

Ak(x)

}
.

Далее итерируем эту рекурсию n раз. Оценим λn,n−1 через λnn.
Для любых z > 0 и y ≤ z справедливо ey ≤ 1 + y + y2ez/2. Следовательно,

E
{
eλnnξ; ξ ≤ mnx(1 − ε)

}
≤ 1 + λnnm +

1
2
λ2

nn E
{
ξ2; ξ ≤ mnx

}
eλnnmnx(1−ε).

Поскольку F правильно меняется с показателем −1, для достаточно больших x имеем

E
{
ξ2; ξ ≤ mnx

}
≤ 3

2
(mnx)2F (mnx).

Поэтому

E
{
eλnnξ; ξ ≤ mnx(1 − ε)

}
≤ 1 + λnn

(
m +

3
4
(λnnmnx)mnxF (mnx)eλnnmnx(1−ε)

)
. (7.5)

Введем обозначение

pn(x) :=
n−1∑
k=0

mkF (mk+1x)

и выберем λn специальным образом:

λnn = λn(x) := (1 + ε)
log 1

pn(x)x − 2 log log 1
pn(x)x

x
∏n−1

k=0

(
m + mk+1xF (mk+1x)

(pn(x)x)1−ε2

) .

Для произведения справедливы следующие неравенства:

mn ≤
n−1∏
k=0

(
m +

mk+1xF (mk+1x)
(pn(x)x)1−ε2

)
= mn

n−1∏
k=0

(
1 +

mkF (mk+1x)
pn(x)

(pn(x)x)ε
2

)
≤

≤ mn exp

{
(pn(x)x)ε

2
n−1∑
k=0

mkF (mk+1x)
pn(x)

}
= mne(pn(x)x)ε2

.

Заметим, что тогда произведение асимптотически эквивалентно mn, потому что pn(x)x → 0.
Заметим также, что

1
eλnnmnx − 1

≤ 1(
1

pn(x)x

)1+ε+o(1) log−2(1+ε+o(1)) 1
pn(x)x − 1

∼

∼ (pn(x)x)1+ε+o(1) log2(1+ε+o(1)) 1
pn(x)x

≤ c1(pn(x)x)1+ε/2 (7.6)

при всех достаточно больших x равномерно по n. В частности, это выражение стремится к
нулю, откуда вытекает соотношение (7.3).
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Теперь оценим все λnk, k ≤ n − 1. Ввиду нашего выбора λnn из (7.5) вытекает

E
{
eλnnξ; ξ ≤ mnx(1 − ε)

}
≤

≤ 1 + λnn

(
m +

3(1+ε)
4

log
1

pn(x)x
mnxF (mnx) exp

{
(1−ε2)

(
log

1
pn(x)x

− 2 log log
1

pn(x)x

)})
≤

≤ 1 + λnn

(
m + mnxF (mnx) exp

{
(1 − ε2) log

1
pn(x)x

})
,

если 1 + ε < 4/3 и 2(1 − ε2) > 1. Поэтому

E
{
eλnnξ; ξ ≤ mnx(1 − ε)

}
≤ 1 + λnn

(
m +

mnxF (mnx)
(pn(x)x)1−ε2

)
≤ exp

{
λnn

(
m +

mnxF (mnx)
(pn(x)x)1−ε2

)}
,

что влечет за собой

λn,n−1 ≤ λnn

(
m +

mnxF (mnx)
(pn(x)x)1−ε2

)
= (1 + ε)

log 1
pn(x)x − 2 log log 1

pn(x)x

x
∏n−2

k=0

(
m + mk+1xF (mk+1x)

(pn(x)x)1−ε2

) .

Итерируя эту оценку n раз, окончательно выводим

E

{
eλnnZn ;

n−1⋂
k=0

Ak(x)

}
≤ E eλn0 = eλn0 = exp

{
1 + ε

x
log

1
pn(x)x

}
.

Отсюда и из (7.6)

E
{
eλnnZn ;

⋂n−1
k=0 Ak(x)

}
− 1

eλnnmnx − 1
≤ c2x

−1(pn(x)x)1+ε/2 log
1

pn(x)x
≤ c3x

−1(pn(x)x)1+ε/4 =

= c3pn(x)(pn(x)x)ε/4 = o(pn(x)),

так что (7.4) тоже доказано. Это завершает доказательство теоремы 4.
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ментарии.
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