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Пусть ξ = (ξ1, ξ2, …, ξd) – случайный вектор в
�d, имеющий нормальное распределение с нуле�
вым средним и ковариационной матрицей B,
Bij := �ξiξj. Большой интерес представляет собой
задача исследования асимптотического поведе�

ния хвоста распределения произведения .

Эта задача возникает в различных областях, таких
как стохастическая геометрия, случайные раз�
ностные уравнения, теория риска и пр. 

Рассмотрим более общий случай функций век�
тора ξ, так называемый гауссовский хаос h(ξ), где
h: �d → � – непрерывная однородная функция по�
рядка α > 0, т.е. h(xt) = xαh(t) для всех x > 0 и t ∈ �d.
Традиционно в литературе термин гауссовский хаос
порядка α ∈ � закреплен за случаем, когда g – од�
нородный полином степени α; это понятие вос�
ходит к Винеру [14], который ввел в рассмотрение
процессы полиномиального хаоса. Мы следуем
более широкому толкованию понятия гауссов�
ского хаоса. 

Распределение вектора ξ равно распределению

, если вектор η = (η1, η2, …, ηd) имеет незави�
симые координаты со стандартным нормальным
распределением. Тогда 

где g(u) = h( ). Непрерывная функция g: �d → �
также является однородной порядка α, как и h.
Таким образом задача сводится к случаю единич�
ной ковариационной матрицы. Поэтому в даль�

ξi

i 1=

d

∏

Bη

� h ξ( ) x>{ } � h Bη( ) x>{ }=  =

=  � g η( ) x>{ },

Bu

нейшем исследуется g(η). Поскольку в силу одно�
родности

(1)

то задача вычисления асимптотического поведе�
ния вероятности 1 может быть решена при помо�
щи одной из разновидностей асимптотического
метода Лапласа, см., например, [3]. Обозначим

где последнее равенство вытекает из однородно�
сти g. В силу непрерывности g имеем c2 > 0. Пред�
положим, что интересующее нас с точки зрения
метода Лапласа множество 

расположенное на сфере радиуса c, представляет
собой гладкое конечно�связное многообразие
размерности r, а функция g имеет типичную для
метода Лапласа структуру в окрестности этого
многообразия. Обозначим g(ϕ) := g(u/|u|), где ϕ =
= (ϕ1, ϕ2, …, ϕd – 1) ∈ Π := [0, π)d – 2 × [0, 2π) – сфе�
рические координаты вектора u/|u| на единичной
сфере Sd – 1, соответствующее многообразию �
многообразие на параллелепипеде Π обозначим
через �ϕ. Якобиан перехода к сферическим коор�
динатам в �d обозначим через J(r, ϕ). Далее, обо�
значим через g''(ϕ) гессиан функции g(ϕ), а через
λ(A) – наименьшее по модулю отличное от нуля
собственное значение симметричной матрицы A. 

Те о р е м а  1. Пусть g: �d → � – непрерывная
однородная функция порядка α > 0. Пусть
dim�ϕ = r ∈ [0, d – 1]. Если соответствующая ей

� g η( ) x>{ } � g x 1/α–
η( )( 1>{ }=  =

=  xd/α

2π( )d/2
�������������� e x

2/α
v

2
/2–

dv,

v: g v( ) 1>{ }

∫

c2
 := min u 2

: g u( ) 1≥{ }  =

=  min u 2
: g u( ) 1={ },

� := min u : g u( ) 1={ }arg  =

=  u: u c и g u( ) 1= ={ },
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КОРШУНОВ и др.

функция g(ϕ): Π → � дифференцируема три раза
и при этом

(гессиан равномерно невырожден на �ϕ), то 

(2)

где dVϕ – элемент объема многообразия �ϕ ⊂ Π и

det (ϕ) – любой отличный от нуля минор гес<
сиана g''(ϕ) порядка d – 1 – r. Соотношение (2)
можно дифференцировать, что дает асимптотику
плотности распределения гауссовского хаоса g(η). 

Заметим, что, как и в классическом случае ме�
тода Лапласа [3], потребовав большей гладкости
от функции g, можно выписать асимптотическое
разложение по степеням x для рассматриваемой
вероятности и плотности. Доказательство теоре�
мы в случае r = 0, т.е. когда � = {t1, t2, …, tk}, где ti –
изолированные точки абсолютного минимума
функции g в области интегрирования, заключает�
ся в прямом применении теоремы 4.2 из [3]. Ин�
теграл в выражении для � превращается при этом
в соответствующую сумму по точкам ϕi ∈ Π, соот�
ветствующих точкам ti. В общем случае использу�
ется вариант метода Лапласа для функций, зави�
сящих от параметра, по которым следует доказы�
вать возможность интегрирования. На каждой
карте из атласа с достаточно малыми картами на
многообразии �ϕ строится система координат, пер�
вые r из которых являются параметрами, при
фиксации которых минимум амплитуды (функ�
ции под экспонентой) достигается в единствен�
ной точке окрестности карты, с последующим
применением стандартного метода Лапласа и ин�
тегрирования по этим параметрам на всех окрест�
ностях в Π карт атласа. 

Ввиду теоремы 1, гауссовский хаос является
субэкспоненциальной случайной величиной в
случае α > 2. Субэкспоненциальность случайных
величин – важное понятие в различных приложе�
ниях, см., например, [4]. Субэкспоненциальность
гауссовского хаоса имеет место при весьма слабых
ограничениях на функцию h. Пусть, например, h
неотрицательна. d�мерный центрированный гаус�
совский вектор η с единичной ковариационной
матрицей допускает представление в виде произве�

rankg'' ϕ( ) d 1– r, λ g'' ϕ( )( )
ϕ �

ϕ
∈

inf– 0>≡
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2
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� := 1
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��������������������� α d 1– r–( )/2

c1 r– α d 1– r–( )/2+
����������������������������� ×

×
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detgd 1– r–'' ϕ( )
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∫ dVϕ,

gd 1– r–''

дения η  χμ независимых величин χ и μ, где χ2 =

=  имеет распределение χ2 с d степенями

свободы, а μ имеет равномерное распределение
на единичной сфере Sd – 1 ⊂ �d. Гауссовский слу�

чайный вектор ξ =  = χ  имеет ковариа�
ционную матрицу B. Поэтому ввиду свойства од�
нородности h для любого x > 0 имеем 

(3)

Если h( ) является положительной ограни�
ченной случайной величиной, то в силу [2, след�
ствие 2.5] случайная величина h(ξ) субэкспонен�
циальна в случае α > 2, потому что тогда распреде�
ление χα имеет плотность вейбулловского типа 

с показателем 2/α < 1, что означает субэкспонен�
циальность. 

Как вытекает из (3), если h ограничена на еди�
ничной сфере Sd – 1, т.е. h* := max{h(u): |u| = 1} < ∞,
то имеют место оценки 

Эта явная оценка сверху улучшает оценку, полу�
ченную в [10, следствие 1]; в наших условиях она
лучше оценки, которую можно получить из [1,
теорема 4.3]. 

Сформулированная теорема позволяет едино�
образно рассмотреть различные задачи. Приве�
дем некоторые примеры. 

П р и м е р  1. (Произведение независимых N(0, 1)
случайных величин.) Пусть η = (η1, η2, …, ηd) –
стандартный гауссовский вектор, а g(u) =
= u1u2…ud. Имеем: α = d, c2 = d, � = {(±1, …, ±1)
с четным числом отрицательных координат} со�
стоит из 2d – 1 точек. Применение теоремы 1 при�
водит к асимптотике 

Это асимптотическое соотношение интуитивно
понятно (см., например, [13]): наиболее вероят�
ное большое значение произведения принимает�
ся тогда, когда все множители примерно равны;
следовательно, (x) асимптотически похоже

на произведение d плотностей в одной и той же
точке x1/d. 

=
d

ηi
2

i 1=

d

∑

Bη Bμ

� h ξ( ) x>{ } � χαh Bμ( ) x>{ }.=

Bμ

1

α 2
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Для произведения координат произвольного
гауссовского вектора ξ с матрицей ковариаций B
справедлива аналогичная формула на основании

представления ξ = , однако вычисление кон�
стант представляет собой определенную сложность. 

П р и м е р  2. (Квадратичные формы от незави�
симых N(0, 1) случайных величин.) Пусть g(η) =

= , где постоянные ai ∈ � таковы, что a1 ≤

≤ a2 ≤ … ≤ ad – r < ad – r + 1 = … = ad = a, a > 0.
Поскольку

и ai < a при i ≤ d – r, то минимум |u|2 на множестве
g(u) = 1 достигается в точках u, удовлетворяющих

 + … +  =  и u1 = u2 = … = ud – r = 0, так

что c2 = . В случае r = 1 множество �ϕ состоит из

двух точек , …, ,  и , …, ,  . Ис�

пользуя теорему 1, можно вывести, что 

при x → ∞, что согласуется (с точки зрения
асимптотики первого порядка) с результатами [6]
(см. также [12, 11] или [7, теорема 1]. Также это
дополняет оценки сверху, полученные в [5] и [9]. 

П р и м е р  3. (Скалярное произведение.)
С квадратичными формами примера 2 тесно связа�

но g(η, η*) = , где ηi, , i ≤ d, – независи�

мые N(0, 1) случайные величины, а ai ∈ �+. Дей�

ствительно, поскольку  совпадает по распре�
делению с 

то имеем равенство по распределению 

и к квадратичной форме справа можно приме�
нить результат предыдущего примера, заменив
размерность на 2d, а параметр r – на число макси�
мальных ai. Некоторые результаты для скалярных
произведений можно найти в [8].
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